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 هچكيد

-ها لاغررر طرررح مرریآید. در این فرآیند، سازهجویی از مصالح و آرایش شایسته عضوهابه دست میبهره  طرح بهینه ی سازه با 

کمانش، سبب ناکارآیی سامانه، با وجود توانایی   یها در برابر کمانش ناتوان هستند. به سخن دیگر، پدیدهشوند. این گونه سازه

به طور معمول، برای بررسی پایداری و یررافتن شود. بنابراین، یافتن بار کمانشی اهمیت فراوانی دارد. های آن میدر بیشتر بخش

شررود. بار بحرانی، باید سازه را تحلیل ناخطی نمود. در آغاز این مقاله، به صورت خلاصه به ویژگی های پایداری پرداخته مرری

-های تحلیل ناخطی هندسی و تحلیل پایداری مرور خواهند شد. سرانجام، ازچند تابع درونیرراب بهرررهای ازفنپس از آن، پاره

 گردد.های نوینی برای تحلیل پایداری پیشنهاد میشود و روشجویی می
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ABSTRACT 
Optimal structural design is obtained by efficiently using material and members' orientation. In this process, thin 

structures are designed. These kinds of structures are disabled against buckling. In other words, buckling 

phenomena causes system inefficiency, in spite of having the ability in the most parts of structure. Therefore, 

finding buckling load is very important. Generally, in order to study stability and calculating critical load, 

nonlinear structural analysis should be performed. At first, stability features are briefly discussed in this paper. 

Following this, some of the geometric nonlinear analysis techniques and stability analysis are reviewed. Finally, 

some of the interpolation functions are utilized and new methods for stability analysis are proposed.  
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 مقدمه -1

میلادی، دریچلت پایداری را برره سرران زیررر   1853در سال  

 :[1]تعریف نمود

ی مکانیکی پایدار، پررس از تیییررر های یک سامانه»نقطه

ی مکرران معررین و سرررعت نخسررتین معلرروم، در یررک بررازه

 کنند.«تیییرمکانی کراندار، نوسان می

آیررد، پایررداری یررک گونه که از این تعریف برمرریهمان

ی پوشرریده، ویژگی پویاست و عامل زمان، هرچند به گونرره

توان دو گونه پایداری در این پدیده جای دارد. بنابراین، می

ها تعریررف نمررود. برره دلیررل از میرران پویا و ایستا برای سازه

تررر و  هررای پایررداری ایسررتا، سررادهرفتن عامل زمان، مسررهله

ایررن ویژگرری، سرربب نرراتوانی ایررن گونرره   باشند.تر میروان

گررردد. بایررد افرر ود، ها در پوشش پایداری پویا مرریتعریف

ها »تعریف ضعیف«  دارند و به آن  های م بور کاستیتعریف

های ضررعیف گویند. در ادامه یکی از معروفترین تعریفمی

 :[1]آیدمی

ی پایدار، پس از وارد آمدن آشفتگی، به حالررت »سامانه

گردد.« اگر پس از وارد آمدن آشفتگی، سررازه نخستین برمی

ها رو به اف ایش به وضعیت آغازین بازنگشت و تیییر مکان

گویند. بایررد افرر ود، در میرران نهاد، به آن دستگاه ناپایدار می

این دو حالت، موقعیت تعررادل خن رری نیرر  وجررود دارد. در 

حالت خن ی، سامانه پس از وارد آمدن آشررفتگی، در همرران 

 ماند. موقعیت باقی می

باید دانست، تیییر رفتار سازه در هنگررام ناپایررداری برره 

باشد. کمانش حالتی اسررت کرره ی کمانش معروف میپدیده

سازه توانایی تحمل بارهای وارد با حفظ شکل نخسررتین را 

ندارد. بنررابراین، برررای تحمررل بررار و رسرریدن برره موقعیررت 

سررازد، دهد. خاطر نشان میایستای جدید، تیییر هندسه می

آید. نخست، یک عضو از سازه کمانش به دو گونه پدید می

گردد. در این حالت، چررون کررل سررازه به تنهایی ناپایدار می

کمانشی عضو پایدار می ماند، با بهره جویی از مقاومت پس

ترروان برره ی نیروها در سازه، مرریو همچنین با پخش دوباره

بارگذاری ادامرره داد. در حالررت دیگررر، کررل سررازه کمررانش   

ی سازه، برای رسیدن برره کند. در چنین وضعیتی، هندسهمی

شررود. گرراهی ایررن دگرسررانی در حالت پایدار دگرگون مرری

برررداری     ی سررازه، سرربب ناشایسررتگی آن در بهرررههندسرره

شود. به سخن دیگر، از دیدگاه مهندسرری سررازه کررارایی می

کمررانش سررازه  ندارد. بنابراین، نیاز به پیمررایش مسرریر پررس

گررران دو راه کررار برررای پیرردا کررردن بررار باشد. تحلیررلنمی

هررای ی تیییر شررکلبحرانی در دست دارند. نخست، پنداره

پوشرری از تیییررر    باشررد. بررار بحرانرری بررا چشرر کوچک مرری

گررردد. کمانشی، بررا ایررن روش حسرراب مرریهای پیششکل

های ب رگ اسررت. شیوه ی دیگر، بهره جستن از تیییر شکل

های پرریش از در این فن، اف ون بر وارد کردن اثر تیییرشکل

 گردد. کمانش نی  ممکن میکمانش، پیمایش مسیر پس

ی فرین تررابع کارمایرره، شرررو لازم و کررافی برررای نقطه

باشد. به خاطر باید سپرد، ایستایی پایدار ایستایی سامانه می

ی نهفترره ی تررابع کارمایررهی کمینررهیک دستگاه، همان نقطه

های ایسررتا در تررابع است. برابری تعادل، از پیدا کردن نقطه

آید. باید دانسررت، برررای آزمررون دست میی نهفته بهکارمایه

ی نهفترره یررا مرراتریس پایداری سامانه، هسین تررابع کارمایرره

ی ایستا، گردد. اگر هسین در نقطهسختی مماسی بررسی می

ی م بور کمینه است. همچنین، اگررر معین م بت باشد، نقطه

ماتریس سختی مماسی، نی  معین م بت گردد، تعادل خن رری 

 خواهد بود.  

ی اند و معادلههای بحرانی، ج  مسیر ایستایی سازهنقطه

هررای کنند. اف ون بررر ایررن، نقطررهایستایی سازه را برقرار می

هررای بحرانرری، بحرانی، ویژگی دیگری نی  دارنررد. در نقطرره

گررردد.  بایررد دانسررت، در ماتریس سختی مماسی تکین می

هررای ای دارد. در نقطررهها، سازه رفتررار ویررژهاین گونه نقطه

کنررد. از سرروی دیگررر، در انشعاب، مسیر ایستایی تیییر مرری

دهد. ایررن ی حدی، تیییر شکل زیادی در سازه رخ مینقطه

ها، به صورت ویژه شدن ماتریس سررختی مماسرری در پدیده

گردد. باید دانست، در بسرریاری از ی بحرانی آشکار مینقطه

شررود. ها، پیش از کمانش، ماتریس مواد دگرگون مرریسامانه

این ویژگی، سبب دگرگون شدن مرراتریس سررختی مماسرری 

هررای فراوانرری نیرر  پرریش از تیییررردر خواهد شد. ولی سازه

 گردند.     ماتریس مواد، از دیدگاه مهندسی ناپایدار می
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نماید، برای تعیین معین م بررت بررودن یررک یادآوری می

ی آن بهررره مرری جوینررد. روش ماتریس، از مقدارهای ویژه

هررای کهرراد دیگر شناخت نوع ماتریس، استفاده از دترمینرران

ی ایسررتا، وضررعیت باید دانسررت، نقطرره  .[2]اصلی آن است 

هررای باشررد. در میرران نقطررهی نهفته میایستایی تابع کارمایه

ی ی نسرربی همرران وضررعیت پایرردار و بیشررینهتعادل، کمینه

هررای هررای بحرانرری شررکلنسبی، حالت ناپایدار است. نقطه

  شوند:گوناگون دارند که در ادامه معرفی می

ی حدی: مماس بر مسیر ایستایی در این نقطه، نقطه-1 

کمررانش در ایررن عمود بر محور بار است. چون مسرریر پررس

باشررد، سررازه در ایررن موقعیررت برره ها ناپایدار میگونه نقطه

ی پرش نی  کند. از این رو، به آن نقطهمسیر پایدار پرش می

 گویند.می

هررای ی انشعابی: از برخورد مسیر آغازین و خ نقطه-2

آیررد. مسرریری کرره دارای ی انشررعابی پدیررد مرریدوم، نقطرره

ی نهفته باشد، بعد از انشعاب توسررس سررازه کمترین کارمایه

ی پیموده خواهد شد. برره خرراطر بایررد سررپرد، بررردار ویررژه

ی انشررعاب بررر بررردار بررار ماتریس سختی مماسی در نقطرره

های انشررعابی نیرر  دو ثابت عمود است. باید آگاه بود، نقطه

باشررد. در ی انشعابی سرراده مرریها، نقطهاند. یکی از آنگونه

ی ماتریس سختی مماسی، در وضعیت این گونه، بردار ویژه

بحرانی، یگانه خواهد بود و سازه تنها یک شررکل کمانشرری 

دارد. گونه ی دیگر، انشعاب چندگانه اسررت. اگررر برخررورد 

ی انشررعاب چندین خ  پاسررد در یررک محررل باشررد، نقطرره

چندگانه خواهد بود. در این حالت، شکل کمانشی سازه در 

 آغاز معلوم نیست.  

های بحرانرری چندگانرره، کند، یافتن نقطهخاطر نشان می

هررایی کرره چنررین فرآیندی پیچیده است. بار بحرانرری سررازه

هررای تحلیررل ترروان بررا روشی بحرانی دارنررد را نمررینقطه

های بحرانی ساده به دست آورد. پایداری معمول برای نقطه

به دلیل همین پیچیدگی، تا کنون راه کارهای کمتررری برررای 

های بحرانی چندگانه پیشنهاد شده است. رضایی یافتن نقطه

هررای موجررود در علرر  جبررر ی رابطهپژند و وجدانی بر پایه

های بحرانی چندگانه خطی روشی توانمند برای یافتن نقطه

های جهتی مرراتریس . در این فن از مشتق[3]پیشنهاد کردند

 شود.ی آن استفاده میسختی مماسی و بردارهای ویژه

 تحليل نا خطي هندسي

شود، ی سخت )صلب( در گیتی یافت نمیچون سامانه

دهنررد. جابرره جررایی ها زیر اثر بار تیییر شکل میتمام سازه

های سررازه و از آن میرران ها، سبب تیییر برخی مشخصهگره

گردد. بنابراین، یکسان پنداشررتن ماتریس سختی مماسی می

هررای سررازه در طررول تحلیررل ماتریس سختی و سایرویژگی

هررای واقعرری و تحلیلرری    خطی، سبب اخررتلاف بررین نتیجرره

شود. به کار بردن رفتار ناخطی هندسرری ایررن مشررکل را می

هررا کند، انجام تحلیل ناخطی سررازهکند. یادآوری میحل می

باشررد. بایررد هررای کمانشرری ضررروری مرریبرای یافتن نقطرره

های ب رگ های پیش از کمانش در سازهدانست، تیییرشکل

 قابل چش  پوشی نیست.

خطی نرراهررای گونرراگونی برررای تحلیررل  تا کنررون روش

ها پیشررنهاد شررده اسررت. ها و پیمایش مسیر ایستایی آنسازه

-خطی، فررن نیرروتنناهای تحلیل  ترین روشیکی از قدیمی

بردار بار نامی ان به ترردریو و   راهکار،رافسون است. در این  

گررردد. صفر می  سرانجام  به صورت تکراری کوچکتر شده و

هر گام ماتریس برای اف ایش سرعت همگرایی به پاسد، در  

شررود. ایررن روش نرررخ همگرایرری میسختی مماسی بهنگام  

های برجسته درجه دوم دارد. نرخ بالای همگرایی از ویژگی

این روش است. با وجود این، به دلیل بهنگام شدن مرراتریس 

زیادی برای تحلیل سازه،   به زمانام،  گ سختی مماسی در هر  

هررای برر رگ نیرراز دارد. برره همررین دلیررل، به ویررژه در سررازه

رافسررون بهبودیافترره را پیشررنهاد -پژوهشررگران روش نیرروتن

مشخصی تکرررار مرراتریس   پس از شمار  فناند. در این  کرده

 فرآینررد سرربب شررود. اگرچرره ایررن  سختی مماسی بهنگام می

   کاهش زمان برررای سرروار کررردن مرراتریس سررختی مماسرری 

توانررد مرری  ،دهرردتکرارها را اف ایش می  شمارشود، چون  می
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هررای سررازه در  گیباعث اف ایش زمان تحلیل گردد. این ویژ

های شرربه نیرروتنی . روشدارداهمیت    ،خطی شدیدنابا رفتار  

  انررد. در ایررن هررا پیشررنهاد کررردهرا نیرر  برررای تحلیررل سررازه

  پایرره در هررر گررام مرراتریس سررختی مماسرری بررر    ،هرراراهکار

. بررر [4]شررودتقریررب زده مرری  پیشررینهای  گام  هایمشخصه

اساس روش جستجوی محلی، کرره یررک فررن بهینرره سررازی 

خطی پیشنهاد شده اسررت نااست، روش دیگری برای تحلیل 

. در ایررن [5]کنررد که از ماتریس سختی مماسی استفاده نمرری

در   خطی مررواد و هندسرری رانرراترروان هررردو اثررر  می  راهکار

. دهقان و هاجریرران روش ریاضرری دیگررری تحلیل وارد کرد

 هررایخطی بدون نیاز به مشررتقنا  ینی  برای حل یک معادله

اند که دارای نرخ همگرایی درجه دو اسررت آن پیشنهاد کرده

-برای سازه فرآیندهای این  رابطه     یدر آینده با توسعه  .[6]

های چنررد درجرره آزادی، اسررتفاده زیررادی از آن در تحلیررل 

 ها خواهد شد. خطی سازهنا

های پیمررایش مسرریر ایسررتایی، ترین روشیکی از ساده

، هرردف یررافتن ایررن شرریوه روش کنترل بار است. در هر گام

با عامل   pاست که عامل بار آن به اندازه    ایستاییی  نقطه

تکراری این   یمرحلهبار نقطه کنونی تفاوت داشته باشد. در  

خطی نرراتحلیررل  راهکارهررایترروان از هریررک از روش مرری

توانایی گذر از نقطه حدی را ندارد. برره   فناستفاده کرد. این  

کنترل تیییر مکان پیشنهاد شده اسررت. در   روش  ،همین دلیل

ای از بردار تیییر مکان عامل کنترل را درایه ویژه  فرآیند،  این

. اگر چه این روش توانایی گذر ار نقطه حرردی [7]گیرندمی

 شود.  بازگشت واگرا می یرا دارد، ولی در نقطه

های کنترل بار و تیییر مکرران، روش  هایبه دلیل مشکل

هررا را اند کرره نخسررتین آنطول قوس پیشنهاد شدههای  شیوه

های طول قوس عامل کنترل . در فن[7]ریکس پیشنهاد کرد  

های گیرند. روشی تعادل پیاپی میبین دو نقطه  خ را طول  

در راهکارهررا  . تفرراوت ایررن  گوناگوننرردطول قرروس بسرریار  

به طررور ی شرو بخش تکراری است و در گام نموی  معادله

هررای یکسانند.  یکی از مشهورترین و تواناترین روش  کامل

طول قوس کروی است که در ادامرره برره آن   فن  طول قوس،

طول قوس توانایی   هایشیوه. اگرچه  [8]پرداخته خواهد شد

هررای هررای بحرانرری )نقطررهگذر از نقطه بازگشت و نی  نقطه

حدی و انشعاب( را دارند، ولی به دلیل ویژه شدن مرراتریس 

های بحرانرری، سرررعت همگرایرری در سختی مماسی در نقطه

 ،یابد. برای رفع این مشررکلکاهش می هانقطه همسایگی این

هررای پیمررایش راهکررارهای طول قوس و نی  سایر  در روش

رافسون پایدار شررده را برررای -نیوتن  فنمسیر ایستایی، مولر  

 هرراطررهاصلاح ماتریس سختی مماسی در همسررایگی ایررن نق

از این راهکررار، توانررایی گررذر از   جوییبهرهپیشنهاد کرد. با  

روش  .[9] آیرردنقطه حدی با روش کنترل بار نی  فراه  مرری

توانای دیگری که برای پیمایش مسیر ایستایی پیشنهاد شررده 

 یمرحلررهدر    فررن. در ایررن  نررام دارداست، الگوریت  جریان  

های جریرران داویرردنکو و مسرریرهای عمررود تکراری، از خ 

   برای اف ایش سرررعت همگرایرری برره نقطرره تعررادل اسررتفاده 

 .[10]شود  می

 طول قوس كرويفن 

هرای وارسی بار و نی  وارسی تیییر مکران توانایی شیوه

پیمایش هر نوع مسیر ایسترایی را ندارند. روش وارسی بررار 

هررای های حدی و فن وارسی تیییر مکرران در نقطررهدر نقطه

شوند. فرآینررد وارسرری طررول بازگشت تیییر مکان واگرا  می

قوس هر دو عامل نیرو و تیییر مکان را به یکرردیگر وابسررته 

 عامررلهررا را دارد.  کند. بنابراین، توانایی گذر از این نقطهمی

باشد. به طول بردار مماس بر مسیر می  ،وارسی در این شیوه

دلیل توانایی بالای این فرآینررد، پژوهشررگران زیررادی برررای 

هایی را بررر آن بهبود عملکرد و سرعت همگرایی آن، راهکار

های گوناگون طول قوس در بخش اند. تفاوت فنپایه آفریده

هاست. بایررد دانسررت، بخررش نمرروی در تمررامی تکراری آن

ی یک گونرره  ،باشد. در ادامههای طول قوس یکسان میشیوه

آیررد. در ایررن فررن تکرارهررا روی می  فرآیندهامشهور از این  

 ی پیشین و شررعاع معلرروم قرررار دارنررد.ای به مرک  نقطهکره

طررول قرروس   یی شرررو در شرریوهبرابری ایستایی و رابطرره

 :[11]کروی به شکل زیراند

  (1)  
      

       






=−+

=−

0

0

222 lqqpuu

qpuK

TT
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  ،در این رابطرره K     ،مرراتریس سررختی مماسرری q 

بردار بار ثابت،   u    وp،   نمو تیییر مکرران   ،به ترتیب

 عامررل  ،گررر در آغرراز تحلیررلو نمو عامل بار هستند. تحلیل

، اثررر بررار را در کنررد. عامررل  را انتخرراب مرری  lوارسی  

( در 1ی )نمراید. دستگررراه رابطررهی شرو وارد مریمعادلره

شود. در بخش تکراری، از دسررتگاه زیررر گام نموی حل می

 گردد:استفاده می

(2)                    rqpuK −=−                    

(3)           0222 =−+ lqqpuu
T

nn

T

n
 

های نموی تیییر مکرران  عامل nu   و بررارnp  از

شررود. بنررابراین، اگررر ی همگرایی پیشین سررنجیده مررینقطه

 0u    0وp هایی برررای تکرررار پیشررین باشررند، عامل

 توان نوشت:می

(4 )                uuu n += 0  

(5    )         pppn += 0 

بردارهای   ku '  و ku"   به صورت زیررر تعریررف

 شوند :می

(6    )                     quK kk =' 

(7    )          kkk ruK −=" 

، بردار  kی  بار نامی ان در نقطه kr  بهره باشد. با  می

ترروان ( مرری7( و )6هررای )از رابطرره جسررتن u  را برره

 صورت زیر نوشت:

(8)          kkkk upuu '"  += 

( و بررازآرایی 3( در )8( تررا )4های )با جایگذاری رابطه

 آید:دست میبه pی دوم زیر برای ی درجهآن، معادله

(9    )     0)( 32
2

1 =++ apapa  

ی زیر در دسررترس ی کنونی به گونههای معادلهضریب 

 گیرد:قرار می

(10  )               qquua
TT 2

1 ''  += 

(11)   

     ( )    qqpuuua
TT 2

002 2"'2  ++=  

(12)  

   ( )    ( )     222
0003 "" lqqpuuuua

TT
−+++=  

 ( قابل پیش بینی است:9ی )سه حالت زیر برای معادله

ی حقیقی برای نمو بررار باشد، دو ریشه  0اگر-1

 آید.دست میبه

ی دوگرران باشد، معادله تنها یررک ریشرره  =0اگر-2

 دارد.

    حقیقرری برررای نمررو بررار   مقرردارباشررد،    0اگر-3

 آید.دست نمیبه

ی مناسررب را بایررد برگ یررد. در حالت نخسررت، ریشرره

شررود. در ی مناسب سرربب همگرایرری بهترمرریانتخاب ریشه

(، 9ی )ی حقیقی معادلهاز میان دو ریشه  ،های معمولیسازه

ی زاویرره از که سبب پیدایش برداری بررا کمینررهآن 0u 

گردد. به سخن دیگر، از میان دو بردار زیر شود، انتخاب می

ی کوچکتری با  که زاویهآن 0u گ ینندرا برمی  بسازد. 

(13)          '" 101 upuuu n  ++= 

(14  )        '" 202 upuuu n  ++=  

ی ها و با رابطهی بین دو بردار با ضرب داخلی آنزاویه

 آید:دست میزیر به

(15)     ( )    
2

0

2

00 '"
)(

l

uu
p

l

uuu
Cos

TT 






+

+
=

 

چون کسینوس یک تررابع ن ولرری اسررت، پاسررد، مقرردار 

های باشد. این انتخاب برای سازه( می15ی )ی رابطهبیشینه

های با رفتار ناخطی شرردید، معمولی مناسب است. در سازه

توانررد سرررعت (، مرری15ی )ی رابطررهانتخاب مقدار کمینرره

ای از ایررن . نمونرره[11]همگرایی بهتری در پی داشته باشررد

 ( نشان داده شده است.2رفتار در شکل )

تا کنون، بخش تکراری روش طول قوس بررسی شررد. 

بخش نموی تحلیل نی  اهمیت زیادی دارد. به سخن دیگر، 

ی نمو، تحلیل بررر روی مسرریر در صورت انتخاب ناشایسته

گردد. همچنررین، پیمررایش کامررل ایستایی پیمایش شده برمی

های انشررعاب و یررا برگشررت برره مسیر ایستایی پس از نقطه

شررود. در بخررش عقب، با انتخاب مناسب نمو بار ممکن می
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( اسررت. 1ی )طول قوس کروی، دستگاه نموی همان رابطه

 گردد.زیر، این دستگاه حل می با تعریف عامل
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اي با رفتار  ي طول قوس كروي در سازه (: شيوه2شكل )

 ناخطي شدید 

 (16)                  qKu T
1−

=                                                                        

 توان نمو تیییر مکان را به گونه زیر نوشت:بنابراین، می

(17)                             puu =  

ی ی کنررونی در برابررری دوم معادلررهبا جایگذاری رابطه

 :[12]آیددست میزیر به ی(، رابطه1)

(18)
               qquu

l
s

qquu

l
p

TTTT 22  +

=

+

=

، پیشررنهادهای sپژوهشررگران برررای انتخرراب علامررت 

هررا ای از آناند. در ادامه به بررسی پررارهگوناگونی ارائه داده

 . [13,14]شودپرداخته می

   یعلامت عامل سختی کنون-1

( ) ( )pSSignpSign =                                

 علامت تیییر نمو کار  -2

( )    ( )quSignpSign
T=  

 علامت دترمینان ماتریس سختی مماسی -3

( )  ( )TKSignpSign = 
 علامت شاخص فنگ و همکاران-4

( )    ( )uuSignpSign
T
n

=  ` 
در بند چهارم،   nu   تفاوت میان بردار تیییررر مکرران

ترروان مرری  ،باشد. به سخن دیگررری پیشین میکنونی و نقطه

 نوشت:

(19)                      1−−= nnn uuu 

ترواند هرکرردام از گر با شناخت رفتار سرازه، میتحلریل

ها را انتخاب نماید. بایرد اف ود، تیییر نمررو کررار، در این فن

گررردد. دترمینرران های بازگشت تیییر مکان نرراتوان مررینقطه

هررای انشررعاب مسرریر ماتریس سختی مماسی نیرر  در نقطرره

ی تحلیل از مسیر دوم انجررام سازد و ادامهآغازین را رها می

 پذیرد.می

 ساده  هاي بحرانيیافتن نقطه

ی اند و معادلههای بحرانی، ج  مسیر ایستایی سازهنقطه

هررای کنند. اف ون بررر ایررن، نقطررهایستایی سازه را برقرار می

هررای بحرانرری، بحرانی، ویژگی دیگری نی  دارنررد. در نقطرره

 گردد.ماتریس سختی مماسی تکین می

  ی مسررتقی  و غیرمسررتقی ، برره طررور کلرری، بررا دو شرریوه

آینررد. در نخسررتین راهکررار، دسررت مرریهای بحرانی بهنقطه

     ی بحرانرری برره شررکل مسررتقی  و برردون واسررطه پیرردا نقطه

شود. به سخن دیگر، برای یررافتن آن، نیرراز برره پیمررایش می

ها بررا حررل یررک دسررتگاه باشد. این نقطهمسیر ایستایی نمی

گیرررد. در تمررام ی ناخطی اف وده در دسترس قرار میمعادله

هررای رود. معادلررهی ایستایی برره کررار مرریها، معادلهفناین  

شرروند، دیگری که به طور هم مان با معادله ایستایی حل می

 ی مورد نظر بستگی دارد.به شیوه

هررای غیرمستقی ، با پیمایش مسیر ایستایی، نقطرره  فرآینددر  

گیرند. در ایررن فررن، هنگررام بحرانی نی  در دسترس قرار می

ی بحرانرری مشررخص پیمایش مسیر ایستایی، عبور از نقطرره
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 هرراراهکارترین  گردد. روش طول قوس، یکی از شایستهمی

، در هررر شرریوهباشد. در این  برای پیمایش مسیر ایستایی می

پررذیرد. برره ی خ  ایستایی، آزمون پایداری انجررام مررینقطه

سخن دیگر، معین م بررت بررودن مرراتریس سررختی مماسرری 

های آزمون انجام این کار با استفاده از تابع  گردد.وارسی می

ی بحرانی است، تررابع ی آن نقطهگیرد. تابعی را که ریشهمی

هررا نامند. به سررخن دیگررر، ایررن تررابعآزمون بار بحرانی می

ی خاصیت ویژه شدن ماتریس سختی مماسرری را در ریشرره

   خررود دارنررد. در هررر دو روش مسررتقی  و غیرمسررتقی ، از 

های آزمررون شود. شماری از تابعهای آزمون استفاده میتابع

هررا ای از آندر هر دو روش کاربرد دارند که در ادامرره پرراره

های آیند. انتخاب تابع آزمون شایسته، از مهمترین بخشمی

هررای باشررد. پژوهشررگران تررابع آزمررونتحلیل کمانشی مرری

هایی ها و کاستیاند که هریک تواناییمختلفی پیشنهاد کرده

دارد. برای نمونه، دترمینان مرراتریس سررختی مماسرری، یررک 

  ی حرردی و انشررعابی سرراده مناسب برررای نقطرره  تابع آزمون

هررای انشررعابی . بایررد افرر ود، گرراهی در حالررت [11]باشدمی

دهررد. بنررابراین، چندگانه، این تابع آزمون تیییر علامت نمی

شررود. ی بحرانرری، آگرراه نمرریگررر از گررذر از نقطررهتحلیررل

های عررادی روی مسرریر ایسررتایی، مقرردار همچنین، در نقطه

ی باشد. شاید کوچکترین مقرردار ویررژهتابع بسیار ب رگ می

   ماتریس سختی مماسی، بهترررین تررابع آزمررون باشررد. ولرری 

ای زیادی دارد. در ی رایانهدست آوردن آن نیاز به حافظهبه

 گردد.ادامه چند تابع آزمون معمول معرفی می

 دترمینان ماتریس سختی مماسی  -1

 ی ماتریس سختی مماسیکوچکترین مقدار ویژه-2

 maxDو  minDحاصلضرب  -3

 minDکوچکترین لولا -4

، به ترتیب، کوچکترین و maxDو    minDهای  عامل

ی قطر اصلی در ماتریس ب رگترین درایه D  باشررند. مرری

ی ی ماتریس سختی مماسی برره گونررهاین ماتریس با تج یه

 گیرد:زیر در دسترس قرار می

(20)                           T
T LDLK = 

ماتریس پایین م ل ی  Lی یکرره روی قطررر ، بررا درایرره

باشد. ماتریس  اصلی می D   قطررری اسررت. بررا توجرره برره

کنررد. گر تابع آزمررون مناسررب را انتخرراب مرریسازه، تحلیل

کند، دترمینان ماتریس سختی مماسرری، توانررایی یادآوری می

ی بحرانی چندگانه را ندارد، با وجود ایررن، نشان دادن نقطه

های بحرانی این تابع آزمون، توانایی بالایی برای یافتن نقطه

مسررتقی  پرداخترره غیر روش چند در ادامه به. [11]ساده دارد

 آیند.پیشنهادی جدید می هایرابطهشود و پس از آن می

ی حرکت روی مسیر ایستایی ، بر پایهغیرمستقی راهکار

ای مناسررب برررای تحلیررل و نیرر  . انتخاب شیوهاستوار است 

ای دارد. تابع آزمون شایسته در این فن، اهمیت بسیار ویررژه

باشد، تابع آزمررون چون وضعیت نخستین، حالت پایدار می

)در آن نقطه م بت اسررت  )0 بررا یررک نمررو معلرروم و .

ی بحرانی عبور توان از نقطهحرکت روی مسیر ایستایی می

)شود  کرد. در پایان نمو، تابع آزمون منفی می )0 بررا .

این حساب، به دلیل پیوستگی تابع آزمون، دست کرر  یررک 

ی بحرانرری در ریشه در این بازه دارد. به سخن دیگر، نقطرره

یرافتن   فرآینردتررین  ساده  گیرد.این نمو قرار می  یفاصله

ی بحرانی، درونیرابی خطری برین دو مقردار ترابع نقطه

 باشد:آزمون می
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و   ip، عامررل بررار بحرانرری و  crpی کنونی،  در رابطه

i    1و+ip  1و+i به ترتیب، عامل بررار و مقرردار تررابع ،

آزمون در آغاز و پایان نمو است. همچنررین، برررای افرر ایش 

  نقطه پیش بینی نمود. nی م بور  توان در بازهدقت، می
 ي خطيروش ساده
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ی بحرانی ساده فوجیکک، این شیوه را برای یافتن نقطه

. در ایررن روش، نخسررت مسرریر [15]پیشررنهاد کرررده اسررت 

پیماینررد. سررپس، مرراتریس ی بحرانی مرریایستایی را تا نقطه

ی پیش از کمانش و پس از آن، انبار سختی مماسی در نقطه

هررای گردد. انتخرراب الگرروی تیییررر خطرری برررای درایررهمی

هررای ایررن ماتریس سختی مماسی در ایررن بررازه، از ویژگرری

چون تیییررر واقعرری مرراتریس   باید آگاه بود،  باشد.می  فرآیند

گررردد. سختی مماسی خطی نیست، مقداری خطررا وارد مرری

ترروان تیییررر باشررد. مرریهای آن میسادگی این فن از خوبی

 ماتریس سختی مماسی را به صورت زیر نوشت:

(22)                    21 KKK −=  

هررای پرریش و پررس از ماتریس سختی مماسی در نقطرره

کمانش، 1K    و 2K  باشند. ماتریس سختی مماسی می

 آید:درمیی کمانش به سان زیر در  نقطه

(32  )                K
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KK cr 
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ی پرریش از باشد. بار در نقطهمی  crpبار بحرانی سازه  

نشرران  pاست. در این رابطه، نمررو بررار بررا   1pکمانش،  

ی زیررر ، دستگاه مقدار ویررژهcrpشود. برای یافتن  داده می

 گردد:بر پا می

(42  )                 XKXK = 1 

 آید:دست میی زیر بهاز رابطه  ،crpپس از یافتن  

(52)                    1pppcr +=  
های ساده و موثر یافتن بار بحرانرری، از روش  دیگر  یکی

 وهمکرراران  ی تقریبی است که آیکرردااستفاده از مقدار ویژه

نمررو   یپایررهبررر    ،در این شیوه  .[16]  اندآن را پیشنهاد کرده

بردار تیییر مکان در هر گررام، تقریبرری از بررردار ویررژه و در 

 .آیدبه دست مینتیجه تقریبی از مقدار ویژه 

درونیررابی ی های جدیدی بررر پایررهی کار، رابطهدر ادامه

شررود. تفرراوت های ماتریس سختی مماسی پیشنهاد میدرایه

 باشد. ها در نوع تابع درونیاب به کار رفته میاین روش
 هاي پيشنهادي براي تحليل پایداريرابطه

(های  از جمله
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.
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 Cosدرونیابی تررابعی در   برای

),(فاصررله  1a− 10و در سرره نقطرره,,a−  بهررره جررویی  

های تابع  محدود،  یاج ا  های روشی رابطهبر پایه  .شودمی

 :آیندبه دست میدرونیاب به صورت زیر 
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ها برای درونیابی ماتریس سررختی مماسرری و از این تابع

 در ایررن اثررر عامل بار در سه نقطه پیرراپی از مسرریر ایسررتایی

-اگرر ماتریس سختی ممراسی در نقطهاستقاده خواهد شد.  

از کمرانش    پسی   1K  مرراتریس سررختی   ترروانمی،  باشد

بررا  توان  میمماسی در گام پیش از کمانش را   0K   نشرران

      داد. مرراتریس سررختی مماسرری در گررام پرریش از آن را نیرر 

توان  می 1−K  ی ها وابسته به سه نقطررهنامید. این ماتریس

   باشررند کرره کرروچکترین مقرردارپیاپی از مسیر ایسررتایی مرری

ی مربوو به  ویژه 0K  ی م بت و کوچکترین مقدار ویررژه

مربوو به   1K  باشررد. برررای مرراتریس سررختی منفرری مرری

 توان نوشت:مماسی می

(72)         130211 KNKNKNK ++= − 

در این رابطه،   K  ی ماتریس سختی مماسی در فاصله

     1و  −aعررددی بررین   ،باشررد. همچنررینتحلیررل مرری

برره   یررافتن    ،دلخواه اسررت. هرردف  عددی  aباشد که  می
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است که ماتریس    ایگونه K    از   بهره جوییویژه شود. با

 :[17]توان نوشت راهکارهای ریاضی، می

(82)  
( )

( )

         

   xx

xK
A

a
Cos

K
A

a
Cos

K
A

x

Lim

T

T


















−

+

−

+

=
−

=

−

→

101

0

1)
2

.
()

2

.
(

1

0








 

 

 

 

 

 

(92)  
( )

( ) ( )

       ( ) 

   xx

xKaKaKx

A

Lim

T

T
101

2

0

)1(

4

0
0

++−


=
−

=

−

→








 

ی مرراتریس کوچکترین مقدار ویررژه ها، در این رابطه

 0K  ی وابسته به ایرن مقرردار ویرررژه بررا است. بردار ویژه

 x .ی نخسررت اگررر از دو جملرره مشررخص شررده اسررت

گسترش تیلور تابع کوچکترین مقدار ویررژه اسررتفاده شررود، 

 آید:ی زیر به دست میرابطه
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ای انتخاب شررود کرره مرراتریس سررختی به گونه  باید  

( برابررر صررفر قرررار 5ی )مماسی ویژه شود. بنابراین، رابطرره

ی زیررر در دسررترس های این برابری به گونه. پاسدگیردمی

 گیرند.قرار می
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ی کنررونی، مقرردارهایی از کند، در رابطررهخاطر نشان می

    قرار گیرند. با مشخص   1و    0پذیرفتنی هستند که بین

آیررد. اگررر دست مرری، بار بحرانی نی  با درونیابی بهشدن  

0  ی ( باشد، بار بحرانی از رابطه6ی )پاسد مناسب رابطه

 :آیدبه دست میزیر 

(32)
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نمررایش داده   crpدر این رابطه، عامل بار بحرانرری بررا       

وابسته به مرراتریس سررختی    ipشده است. عامل بار iK 

( معرفرری 26در رابطرره )  iNهررای درونیرراب  تابع  باشد.می

ای اسررت کرره برره گونرره  a  عاملیک انتخاب برای    اند.شده

کند، تیییر عامل بار خطی تیییر می  1و    −aبین    وقتی  

 ی زیر یافت:را از رابطه aتوان  باشد. بر این پایه می
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های درونیرراب بررا جملرره توان از تابعبه همین شیوه می
e    یا−e  هررای ایررن دو بهره جسررت. در ادامرره، رابطرره

 آیند.جمله به صورت خلاصه می
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 −eتابع درونياب با استفاده از جمله -2
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 هاي عددينمونه

در این بخش شررماری سررازه دو و سرره بعرردی تحلیررل 

هررای های رابطهشوند. برای نشان دادن مشخصهکمانشی می

هررا پیرردا و برراه  مقایسرره هررای ایررن روشپیشنهادی، پاسد

هررای مشررهوری های تحلیررل شررده، سررازهنمونهخواهند شد

انررد و بارهررای هستند که توسس پژوهشگران بررسرری شررده

 ها نی  در دست است.بحرانی دقیق آن

هررای پیشررنهادی را ( نررام گررذاری فررن1جدول شماره )

جا نتیجه تحلیل هررر سررازه، بررا مقرردار دهد. در ایننشان می

دقیررق بررار بحرانرری و نیرر  روش درونیررابی درجرره دوم 

به آن اشاره شد، مقایسه   کوچکترین مقدار ویژه، که پیش از

 شده است.

 هاي پيشنهادي (: نام گذاري روش1جدول )
 

 راهکار مورد استفاده شماره روش 

یافتن بار بحرانی با راهکار درونیابی مرتیه   1

 دوم کوچکترین مقدار ویژه 

 Cosیافتن بار بحرانی با فن درونیابی   2

 xeیافتن بار بحرانی با فن درونیابی   3

 −xeیافتن بار بحرانی با فن درونیابی   4

 ميزز-خرپاي وان -1

باشد. برره دلیررل شررکل ( می3نخستین م ال سازه شکل )

هررای مختلررف این سازه برای زاویرره  دقیق  ساده، بار بحرانی

    اگر  1]8[  است در دست .26432.   باشد، سازه

 80=  ایررن مقالرره    نقطه انشعاب خواهررد داشررت. در

و   L=1های دیگر به صورت  فرض شده است. مشخصه
710=AE  .تحلیل کمانشرری   ی( نتیجه2جدول )  هستند

 سررازند کررههررا آشررکار مرریپاسددهد. این سازه را نشان می

و با دقررت مناسرربی بررار به ه  هستند    ها بسیار ن دیکنتیجه

فررن   ،هادر بین این روش  گذارند.در دسترس میبحرانی را  

بهتررری نسرربت   پاسد(  −e) درونیابی با جمله    (4)شماره

 های دیگر دارد.به روش
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 ميزز -ن(: خرپاي وا3شكل )

 

 ميزز -هاي تحليل كمانشي خرپاي وان(:پاسخ2) جدول

 بار بحرانی روش
1 577091 
2 577126 
3 577096 
4 577087 
 575163 دقیق

 خرپاي پل قوسي -2

  35  پررل قوسرری  دهررد.این سازه را نشان مرری  (4)  شکل

هررای درجه آزادی دارد. این سررازه بررا مشخصرره  34عضو و  

جداگانه برای هر عضو به وسیله پژوهشگران تحلیررل شررده 

ایرررن خرپرررا  را بررررایعامرررل کشسرررانی . [19] اسرررت 
71003.7 =Eهای عضرروهای ایررن . ویژگیپندارندمی

تحلیررل کمانشرری ایررن   ینتیجه  .آیدمی(  3سازه در جدول )

دهررد. همانگونرره کرره در ایررن نشان مرری  (4جدول )  سازه را

هررای جدول مشخص است، با وجود ن دیکرری پاسررد روش

( )درونیررابی بررا جملرره 2شررماره )  فنگوناگون به یکدیگر،  

Cosها دارد. ( دقت بیشتری نسبت به سایر روش 

 
 

 
 

 

 

 (: خرپاي پل قوسي 4شكل )

 

 هاي عضوهاي خرپاي پل قوسي(: مشخصه3جدول )

مساحت   شماره عضو 

 ( 2cmعضو) 

 61/51 35و   1-10

 52/64 12و   11

13-16 87/83 

 77/96 18و   17

19-22 23/103 

 29/161 24و   23

 55/193 26و   25

 06/258 28و   27

29-32 32/290 

 68/309 34و   33

 

 

 هاي تحليل كمانشي خرپاي پل قوسي (:پاسخ4جدول )

 بار بحرانی روش

1 2271.732 

2 2248.75 

3 2268.537 

4 2274.236 

 2247.3602 دقیق

 مثلثي  سه عضوي خرپاي -3

( نشرران داده شررده اسررت. برره دلیررل 5شررکل )  این سازه در

 توان یافت.ی این سازه، پاسد دقیق آن را میی سادههندسه

. جرردول باشررندمرری  l=1و  AE=10000در این سازه،

دهد. به های تحلیل کمانشی این سازه را نشان می( نتیجه5)

 ها پاسد مناسبی دارند. آنگونه کهسان گذشته، تمامی روش

) اسررتفاده از جملرره (  3شود، روش )از جدول مشخص می
e ها دارد.( پاسد بهتری نسبت به سایر روش 

 

 

 

p

L


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l3 l3

l4

P

p5.0

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 مثلثي سه عضوي (: خرپاي5شكل )

 

هاي تحليل كمانشي خرپاي سه عضوي  (:پاسخ5جدول )

 مثلثي 
 

 بار بحرانی روش

1 3777.4382 

2 3791.423 

3 3778.8888 

4 3776.2523 

 3780.7283 دقیق

 

 

 ايطاق ستارهخرپاي -4

کرره برره دلیررل رفتررار   اسررت   م ال خرپایی سه بعدیاین  

ی آن، بسیار مورد توجرره پژوهشررگران قرررار گرفترره پیچیده

( نشان داده شده است. 6. این سازه در شکل )[20,16]دارد  

ی آزادی دارد. بر روی ایررن درجه  21عضو و    24این سازه  

ی آید. ب رگررای بارهررای هسررتهای وارد میبار نقطه  7سازه  

هررای باشررد. مشخصررهی وسس مرریمیانی، دو برابر بار نقطه

، AE ،3.43=L=410 برابررر بررا بعررد وخرپررا برری

25=S    ،216.6=H    2و=W   (، 6. جدول )است

دهررد. آنگونرره کرره ی تحلیل کمانشی سازه را نشان مینتیجه

)   کوچکترین مقرردار ویررژهمشخص است، راهکار درونیابی  

هررای (( بهترین پاسد را دارد. از بررین روش1روش شماره )

در درونیررابی ) فررن   eپیشنهادی جدید، استفاده از جمله  

   (( دقت مناسبتری دارد.3شماره )

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اي طاق ستاره خرپاي (:6شكل )

 

 اي هاي تحليل كمانشي خرپاي  طاق ستاره(:پاسخ6جدول )

 بار بحرانی روش

1 8.6426 

2 8.6552 

3 8.6459 

4 8.6395 

 8.6436 دقیق

 یك انحنایي يپوسته-5

 ای یک انحنایی است کررهپوسته، ی عددیآخرین نمونه

هررای یک بار متمرک  قرررار دارد. ایررن سررازه تکیرره گرراه  زیر

ای جرر پ پوسررته  24گیردار دارد.  برای تحلیل این سررازه از  

مقابررل  یزاویه چون.  خواهد شدگرهی استفاده    9لاگرانژی  

به قوس این سازه بسیار کوچک است، بررار بحرانرری آن برره 

مکانیکی  هایهشود. مشخصمی وابستهی انشعاب ساده نقطه

مرررررررواد ایرررررررن سرررررررازه بررررررره صرررررررورت 

30102753 .,. == Eباشررد. ضررخامت پوسررته مرری

بدون بعد هسررتند.   مقدارها. تمام این  است   t=7.12برابر  

 (7)دهد. جرردول  ی این سازه را نشان میهندسه  (7)  شکل

 دهد.تحلیل کمانشی سازه را نمایش می یهنتیج
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P

4411.

52548.

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ي یك انحنایي (: پوسته 7شكل )

 ي یك انحنایي هاي تحليل كمانشي پوسته (:پاسخ7جدول )

 روش بار بحرانی

1.1235 1 

1.1235 2 

1.1225 3 

1.1252 4 

 دقیق 1.1252
 

 

 

 نتيجه گيري

درونیابی ماتریس سختی چند تابع برای  در این مقاله از  

از   بهررره جرروییمماسی استفاده شررد. پررس از درونیررابی بررا  

ای برای یافتن بار بحرانی پیشنهاد راهکارهای ریاضی، رابطه

هررای بررا اسررتفاده از نمونرره  ی پیشنهادیهاشد. کارایی رابطه

شده، خرپاهررای دو و تحلیل  های  عددی بررسی شد. نمونه

سرره بعرردی بررا رفتررار   یپوسررته  یررک  و همچنینسه بعدی  

هررا دقررت ها نشرران داد تمررامی رابطررهپیچیده بودند. بررسی

دقت بهتری نسرربت   eمناسبی دارند. اما استفاده از جمله  

هررای ترروان برره همررین شرریوه تررابعدارد. مرری  هاتابع  به سایر

درونیاب دیگری را نی  به کررار برررد و برره دقررت مناسرربتری 

 دست یافت.
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