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Elastic-plastic analysis of some trusses with large deformations 

M. Yaghoobi, M. Rezaiee-Pajand, M. Sedaghatjo 
 

Abstract 

 

The importance of geometric and material nonlinear analysis in trusses is not deniable. Furthermore, everyone knows the 
importance of closed-form solution to the behavior of structures. However, the solution volumes make this type of analysis 
impossible or very difficult for most structures. Closed-form solution only for a few simple trusses, with geometric and 
material nonlinearities, can be obtained. Elastic analysis of trusses is widely performed by the methods, such as, the finite 
element scheme. So far, researchers have proposed many approaches for truss nonlinear analysis. New techniques are 
validated by the benchmark problems. In this view, it is important to have an explicit solution for this purpose. In this paper, 
some simple two and three-dimensional trusses are analyzed analytically. This study considers both large deformations with 
elastic-plastic behavior simultaneously. The behavior of material is assumed to have a bilinear diagram. The strain energy 
function is obtained in terms of the Green strain. Equilibrium equations are satisfied by minimizing total energy. At the point, 
in which determent of the tangent matrix becomes zero, structural instability is found. The load-displacement graph is 
obtained by analyzing the strain of the truss members in the stable range of the equilibrium path. It is important to know 
that the multi-relational function of the equilibrium path of each truss can be applied to test the accuracy of new nonlinear 
analysis techniques. 
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 چکیدٌ
 

ّا رفتار ساسُ یبستِ یّارابغِ تیّوگاى اس اّو ي،ی. ّوچٌستیً ذُیپَض یٍ هادُ خزپاّا بز کس یٌّذس یًاخغ لیتحل تیاّو

دضَار  یلیخ ایٍ  یّا ًاضذًساسُ یبزا حیصَرت صزرا بِ ّاٍاکاٍیگًَِ اس يیّا، اًدام احلراُ ادیّوِ، حدن س يیباخبزًذ. با ا

. بِ عَر گستزدُ، افتیٍ هادُ دست  یٌّذس یًاخغ لیتحل یپاسخ بستِ بزا کیبِ  تَاىیه سادُ ی. تٌْا در خزپاّاکٌذیه

 یبزا یادیس یّاگزاى رٍشکٌَى، پژٍّص . تازدیپذیخشء هحذٍد اًدام ه ّوچَى ییّاخزپاّا تَسظ رٍش یًاخغ یّایٍاکاٍ

داضتي  ذگاُ،ید يی. اس اضًَذیه ییآسهاًطاًِ راست سٌگ یّاًَ با کوک آسهَى یّااًذ. فيًوَدُ طٌْادیخزپا پ یًاخغ لیتحل

بِ  یبؼذٍ سِ یدٍبؼذ یسادُ یهمالِ، چٌذ خزپا يیبزخَردار است. در ا بسیاری تیسٌگ ًطاًِ اس اّو یّاآسهَى حیپاسخ صز

خَاّذ گزفت.  اًدامهَهساى -بشرگ بِ ّوزاُ رفتار کطساى یّازضکلییکار با پٌذاضت تغ يی. اضًَذیه یٍاکاٍ یلیصَرت تحل

 . گزددیبزپا ه یکزًط یِیتابغ کارها ي،ی. با کوک کزًص گزضَدیه ییخَبْزُ یرفتار هادُ، اس ًوَدار دٍخغ صیًوا یبزا

 ،یهواس یسخت سیهاتز یژُیٍ یصفز کزدى همذارّا ي،ی. ّوچٌٌذیآیدست هبِ ییستایا یّا کل، هؼادلِ یِ یکارها یساسٌِیاس کو

  ییخاخابِ-ًوَدار بار ،ییستایا زیهس ذاریپا یخزپا در باسُ یکزًص ػضَّا ی. با ٍاکاٍدّذیرا در دستزس لزار ه یذاریحذ پا

 یّا في ییآسهاراست یبزا تَاىیّز خزپا را ه ییستایا زیهس یاسپزد، تابغ چٌذرابغِ ذیلزار خَاّذ گزفت. بِ خاعز با اریدر اخت

 کاربزد.بِ یًاخغ لیتحل يیًَ
 

 ياژگان كلیدي
 بستِ یّارابغِ ،ییستایا زیبشرگ، هس یّازضکلییهَهساى، تغ-کطساى ،ی خزپاًاخغ یٍاکاٍ
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 دمٍقم  -1 
 زباسیهَاد اس د یٍ ًاخغ یّا بِ رٍش خغ ساسُ یذاریپا لیتحل

گزاى بَدُ است. اهزٍسُ  اس پژٍّص یاریتاکٌَى هَرد تَخِ بس

اس  یبخط ای  ساسُ کیبِ ػٌَاى  یّزه یّا خزپا ی کاربزد گستزدُ

 ِ،یتک لا یکزبٌ یّا ّوچَى ًاًَ ساسُ ذُیچیپ یّا ساسُ

 یگٌبذّا ،یٌذسّ یّا بشرگ ساختِ ضذُ با سغح یگٌبذّا

تَخِ  ِ،یدٍلا یا ضبکِ یّا ّا ٍ پَستِ بشرگ، خزپا یا لِیه

 ییستایا یذاریگزاى را بِ خَد خلب کزدُ است. اًدام پا پژٍّص

با  یٍ ّزه ای صفحِ یٍ خزپاّا ِیلا تک یا ضبکِ یّا پَستِ

  یآغاس ضذ. خزپا 1980در سال  سشیفَى ها یّا تلاش

گًَِ ساختارّاست.  يیا سٍ سادُ ا یدٍبؼذ یا ًوًَِ سشیفَى ها

هتمارى با ػوك کن، دٍ ػضَ دارد. با ٍارد  ای صفحِ ی ساسُ يیا

ّوزاُ با فزٍخْص  یذاریدر تاج آى، ًاپا یبار ػوَد کیآهذى 

 ییضٌاسا یالگَ بزا يیبار اس ا يیًخست ی. بزاافتذ یاتفاق ه

 یکاّایاستفادُ ضذ. اس تکزار  یساختار یذاریًاپا یّا گًَِ

 يی. اذیآفز یا ضبکِ یّا ّا ٍ پَستِ ساسُ تَاى یه ،یّزه ییخزپا

کار  بِ یچیٍسى ساًذٍ سبک یّا در عزح ساسُ تَاًٌذ یّا ه ساسُ

ٍ  ییخزپا یّا کواًص ساسُ لیفزاٍاى تحل تی[. اّو1-3] رًٍذ

گزاى اس  بز ّوگاى آضکار ضذُ است. پژٍّص یا ضبکِ یّا پَستِ

 یًاخغ ذٍدراّکار خشء هح یِ یکِ بز پا یتکزار یّا رٍش

 ییستایا زیهس افتيیّا ٍ  ساسُ يیرفتار ا یٍاکاٍ یاستَارًذ، بزا

 .زًذیگ یبْزُ ه

Kala  ٍKalina [4ً ٍ ]شی Kwasniewski [5هس ]یّا زی 

دست  را بِ سشیفَى ها یسٌت یخزپا ییستایفزٍخْص ٍ تؼادل ا

ّا  ساسُ يیدر رفتار ا یٌّذس یّا یآٍردًذ. پس اس آى، اثز کاست

 ضذ.  ی[ ٍاکا7ٍ] Kalina ي،ی[ ٍ ّوچ6ٌ] Psotnyتَسظ 

 یا صفحِ درٍىکواًص  Halpern  ٍAdriaenssens ،یبِ تاسگ

 گز،ید ی[. اس س8ًَوَدًذ ] یرا بزرس یدٍبؼذ یخزپا یّا لَس

ػوك  کن یگٌبذّا ی عزفِ کی ییخا خابِ Plaut، 2018در سال 

 صٍ ّوکاراً Bazzucchi[. 9] را بِ دست آٍردفزٍخْص  زیس

ٍ فزٍخْص در  یلزیکواًص اٍ اىیاًذرکٌص ه 2017در سال 

را بز حسب  يیًخست یبا کاست سشیفَى ها ای صفحِ یخزپا

 ّا  [. سپس، آى10دًذ ]کز یٍ ػوك بزرس یلاغز یّا ًسبت

 یٍ الگَّا یگاِّ یتک یّا ٍ ػوك، ضزط یلاغز یّا بِ اثز ػاهل

 سشیفَى ها یلَس ی ساسُ کی یباربز تیبز ظزف يیًخست یکاست

 تَاًٌذ یّا ه  خشء ،یهحَر یزٍی[. با ٍارد آهذى 11ً] افتٌذیدست 

هَهساى در -کطساى یّا زضکلییبزسٌذ ٍ تغ نیبِ حذ تسل

هَهساى -کطساى یذاریپا ی هسألِ یضَد. بزرس دادیػضَّا ا

 ٍ  Fanتَسظ  ِیلا کی یا ضبکِ یّا پَستِ یایٍ پَ ستایا
 

. ذی[ بِ اًدام رس13ٍ ّوکاراًص ] Zhi شی[ ٍ 12ً] صّوکاراً

Gerstmayr  ٍIrschik پاًذٍل را  کیهَهساى -ًَساى کطساى

پاسخ  Savi  ٍPacheco گز،ید ی[. در پژٍّط14ًوَدًذ ] یٍاکاٍ

 یضًَذگ سخت یًَساًگز دارا کیهَهساى -کطساى یایپَ

 [. با تَخِ 15ٍ ّوساًگزد را در دستزس لزار دادًذ ] یخٌبط

 یذاریپا لیتحل تیبشرگ، اّو ییفضا یّا بِ کاربزد فزاٍاى خزپا

 یّا رفتار گٌبذ ،یتاسگ ّا بز ّوگاى آضکار ضذُ است. بِ ساسُ يیا

ٍ  Brinkmeyerهزکب تَسظ  یّا ٍ پاًل ذُیتٌ صیپ  یسیدگزد

 2016در سال  ي،ی[. ّوچ17ٌٍ  16هغالؼِ ضذ ] صّوکاراً

Feng ًیخزپا یا ضبکِ یّا ساسُ یکیرفتار هکاً صٍ ّوکارا 

 کیپاسخ بالست صیآسها [.18کزدًذ ] یرا بزرس یساػت ضٌ

 صٍ ّوکاراً Yungwirthهزکب تَسظ  یّزه یا ضبکِ یّا خزپا

 یذاریپا زیداضتي دٍ هس تیٍضؼ 2017 سال[. در 19] اًدام ضذ

 یبزرس Danso  ٍKarpovتَسظ  یٌّذس یًاخغ یّا ساسُ یبزا

 ی با ّستِ ییخزپا یّا رفتار پاًل صٍ ّوکاراً Wang[. 20] ضذ

 2006[. در سال 21] بِ دست آٍردًذ 2003کاگن را در سال 

Ligaro  ٍValvo یّزه ییفضا یخزپاّا ییستایرفتار کطساى ا 

را با  یداخل یِ یکارها ،یلیتحل ی َُیّا بِ ض کزدًذ. آى یرا ٍاکاٍ

 ایکطساى هتَسظ ٍ ػذم کواًص  یّا زضکلییٍارد کزدى تغ

را ثابت  یدرًٍ یِ یّا کارها . سپس، آىافتٌذی ،یهَضؼ یهَهساً

  یسخت سیهاتز ،ییستایا یًاخغ یّا ضتٌذ ٍ هؼادلِاپٌذ

 [. 22] دًذحساب کز یلیصَرت تحل  را بِ یذاریپا یّا ٍ ػاهل

ٍ  Castro [23 ٍ ]Orlando، 2018ٍ  2014 یّا در سال

 یّزه یخزپا یحزکت بزا یًاخغ یّا [ هؼادل24ِ]ّوکاراًص 

 ًوَدًذ. یرا بزرس کیّارهًَ یزٍیً زیکطساى کن ػوك س

 ای صفحِ یهَهساى خزپاّا-کطساى یذاریپا ز،یاخ یّا سال در

اس  یاریتَخِ بس یا ضبکِ یّا پَستِ شیٍ ً یبؼذ ٍ سِ

سپزد کِ  ذیگزاى را بِ خَد خلب کزدُ است. بِ خاعز با پژٍّص

 یّا لیاس تحل تز ذُیچیپ اریهَهساى بس-کطساى یذاریپا یٍاکاٍ

 لیتحل یشهاًّو ٌکِیهْوتز ا ی . ًکتِباضذ یّا ه کطساى ساسُ

همالِ،  يی. در اذیافشا یهسألِ ه یذگیچیٍ هادُ بز پ یٌّذس یًاخغ

هَهساى -چٌذ خزپا با رفتار کطساى ییستایا زیهس حیصز ی رابغِ

ًوَدار  یبزا یکار، رفتار دٍخغ  يیاًدام ا ی. بزاضَد یحساب ه

حاکن  ی هؼادلِ افتيیتٌص ٍکزًص هادُ پٌذاضتِ خَاّذ ضذ. در 

 شیً يیبشرگ ٍ کزًص گز یّا زضکلییتغ یّا بز ساسُ، اس پٌذاضت

 زیهس حیاسپاسخ صز کٌذ، ی. خاعز ًطاى هضَد یه ییخَ بْزُ

 ی ًطاًِ آسهَى سٌگ یبزا تَاى یخزپاّا ه يیا ییستایا

 خست.  ٌّذسِ ٍ هادُ بْزُ یًاخغ یّا یًَ ٍاکاٍ یراّکارّا

  یبزرسکار  ی در اداهِ یبؼذ سِ یٍ دٍخزپا ای صفحِ یدٍ خزپا
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 خَاٌّذ ضذ. 

 ي كروشی خرپا كارمایٍ  -2
ی کزًطی،  اس دٍ بخص کارهایِ ،π، ی کل خزپا ی ًْفتِ کارهایِ

ی خارخی اثز  گیزد. کارهایِ ، ضکل هی ی خارخی،  ، ٍ کارهایِ 

تزتیب، بزدار  ، بِ+ *ٍ  + *ساسد. اگز  بارّا را ٍارد ٍاکاٍی هی

ّای گزّی را ًطاى دٌّذ،  یخای بارّای ثابت گزّی ٍ بزدار خابِ

 باضٌذ: ّای سیز بزلزار هی بزابزی

(1)  π      
 

(2)     * + * + 

ّز ػضَ خزپا تٌْا یک ًیزٍی هحَری دارد. بز ایي پایِ، در 

آى فمظ یک کزًص ٍ تٌص هحَری بِ ٍخَد هی آیذ. در حالت 

آساًی حساب  ػضَ خزپا  بِی کزًطی ّز  کطساى خغی، کارهایِ

 ضَد. هی

(3)    
 

 
      

  
 

(4)    
     

 

   
  

ضزیب    عَل اٍلیِ ٍ   هساحت همغغ،   در ایي رابغِ،

کزًص هحَری    باضٌذ. ّوچٌیي، کطساًی ػضَ خزپایی هی

لاگزاًژ -ساسی لاگزاًژی کاهل، کزًص گزیي ػضَ است. در رابغِ

اس    رًٍذ. بزای یافتي کزًص کار هی کزیطْف بِ-ٍ تٌص پیَلا

خَیی  ( بْز4ُلاگزاًژ بِ صَرت بزابزی )-ی کزًص گزیي رابغِ

با دّذ.  عَل ػضَ بؼذ اس تغییزضکل را ًطاى هی   گزدد. هی

 یِ یبزدى اس کارها خزپا ٍ بْزُ یخشءّا یکزًط یّاِ یخوغ کارها

بِ ضکل  یکل خزپا در حالت کطساى خغ یِ یکارها ،یخارخ

 :زدیگ یدر دستزس لزار ه زیس

(5)  π  
 

 
∑(      

 ) 

 

   

 * + * + 

دّذ.  ّای خزپا را ًطاى هی ضوار خشء  در ایي بزابزی، 

( 3ی ) ی کزًطی ّز خشء تا هزس هَهساًی اس رابغِ کارهایِ

ی  ی هَهساًی، کارهایِ آیذ. با ٍرٍد خشء بِ باسُ دست هی بِ

ی ضزیب کطساًی ٍابستِ حساب خَاّذ ضذ.  کزًطی بزپایِ

( بزای 1بزای ًوایص رفتار هَهساى خزپا، اس تابغ دٍخغی ضکل )

ضَد. ایي ًوَدار بزای بخص ًخست، دارای  خَیی هی ْزُهادُ ب

   ی هَهساى ضیب ثابت  است ٍ بزای ًاحیِ  ضزیب کطساًی 

کٌذ، ایي الگَی هَهساًی بزای بارگذاری  دارد. خاعز ًطاى هی

 ای ًیست. افشایطی ضایستِ است ٍ هٌاسب بارچزخِ

 

 

 کزًص هَاد-رابغِ دٍخغی تٌص -1 شکل
 

   هَهساى خشء بزابز با -هؼیار تسلین یا کزًص هزس کطساى

ی هَهساًی  ی کزًطی ػضَ پس اس ٍرٍد بِ باسُ باضذ. کارهایِ  هی

 ی سیز حساب خَاّذ ضذ: اس رابغِ

(6)  
  

 

 
     (  )

       (    )   

      
 

 
      (    )

  

در دستزس ّای تؼادل  ی کل، هؼادلِ با کویٌِ کزدى کارهایِ

ی کل ًسبت  ی ًْفتِ کار، هطتك کارهایِ گیزًذ. بزای ایي لزار هی

ّای گزّی، بزابز با صفز خَاّذ بَد. افشٍى بز ایي،  خایی بِ خابِ

دّذ.  هطتك دٍم ایي تابغ، هاتزیس سختی هواسی را بِ دست هی

ّای ًاپایذاری  ی ایي هاتزیس بزای یافتي ضزط اس همذارّای ٍیژُ

ّای گزّی،  خایی گزدد. بایذ آگاُ بَد، خابِ یی هیخَ ساسُ بْزُ

ی هاتزیس سختی هواسی را بزابز صفز کٌٌذ،  کِ همذارّای ٍیژُ

 ًاپایذاری ساسُ را بِ ّوزاُ خَاٌّذ داضت.

 ي صریح مسیر پایداري چىد خرپا رابطٍ  -3

 چٌذ زهکاىییٍ تغ زٍیً اىیه حیصز ی بستِ یا رابغِ ،همالِ يیادر 

بزای  .ضَد یهِ پیذا ٍ ٌّذس ُهادّوشهاى  یًاخغ رفتارخزپا در 

بؼذی  ٍ سِ ای ّای صفحِ ایي کار، اس چٌذ خزپای سادُ در حالت

ّای آسادی ٍ  گزدد. با افشایص ضوار درخِ خَیی هی بْزُ

تز ضذى رفتار ساسُ، یافتي هسیز تؼادل بسیار دضَار ٍ یا  پیچیذُ

اداهِ خَاٌّذ آهذ، ًطذًی خَاّذ ضذ. در تواهی خزپاّایی کِ در 

باضٌذ. ّوچٌیي،  هی    سغح همغغ ػضَّا بزابز با همذار ثابت

 خَاٌّذ بَد.   ّای ساسُ ضزیبی اس ی عَل ّوِ

 سٍ عضًي اي ياكايي خرپاي صفحٍ  -3-1
دّذ. بزای  با سِ ػضَ را ًطاى هی ای ( خزپای صفح2ِضکل )

بٌا    ی ًمغِدر    ی  بزرسی ایي خزپا، دستگاُ هختصِ

، بِ تزتیب،  در گزُ   ٍ   گزدد. ایي ساسُ دٍ درخِ آسادی  هی

   ی  دارد. بشرگی بار ٍارد بِ خزپا در ًمغِ  ٍ   در راستاّای 
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 باضذ. هی  بزابز با   هثبت هحَر   در خْت 
 

 

 ای صفحِ یخزپا یبارگذار ٍ ٌّذسِ -2 شکل
 

ّای بشرگ  خایی ًخست، عَل پسیي ّز ػضَ پس اس خابِ

( ٍ 3ّای ) خَیی اس رابغِ ضَد. سپس، با بْزُ حساب هی  گزُ 

ّای کزًطی تواهی ػضَّا در دستزس لزار  (، تابغ کارهای4ِ)

تَاى  ی بار خارخی، هی ّا، با افشٍدى کارهایِ گیزد. بِ دًبال ایي هی

 دست آٍرد: صَرت سیز بِ بِی کل خزپا را  ی ًْفتِ کارهایِ

(7)    
   

   

[
 
 
 
 
 
 
((    )  (    )      ) 

   
 

((    )  (    )      ) 

   
 

(( )  (    )      ) 

  ]
 
 
 
 
 
 

 

 

(8)  π  
   

       
*

      (     )  

   (     )  

    (          )

+     

خایی  ی کل ساسُ دٍ خابِ ی ًْفتِ آضکار است کِ در کارهایِ

ساسی ایي تابغ ًسبت بِ  حضَر دارًذ. کویٌِ  ٍ   گزّی 

دّذ.  ( را ًتیدِ هی10( ٍ )9ّای ) ّای گزّی، رابغِ خایی خابِ

ّا هسیز ایستایی را بزای رفتار کطساى هادُ هطخص  ایي هؼادلِ

ًوایٌذ. بزای ضٌاسایی ٍضؼیت ًاپایذاری ًیاس بِ بزپایی  هی

ی  ایِهاتزیس سختی هواسی است. با یافتي هطتك دٍم کاره

ّای گزّی، هاتزیس سختی  خایی کزًطی کل خزپا ًسبت بِ خابِ

صَرت سیز بزای رفتار کطساى هادُ در دستزس لزار  هواسی بِ

 گیزد: هی
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ی هاتزیس سختی هواسی، بزای یافتي  همذارّای ٍیژُ

بزای   رًٍذ. دٍ همذار ٍیژُ کار هی ّای ًاپایذاری خزپا بِ حالت

 صَرت سیز ٍخَد دارد: ایي هاتزیس سختی هواسی بِ

(12)      (     )    
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(14)  

                            

 =√
                                     
                                 

                                     
 

ّایی بِ صَرت سیز هیاى  با صفز ضذى همذارّای ٍیژُ، رابغِ

ّا  گزدد. ایي رابغِ ّای گزّی پذیذار هی خایی ّای خابِ اًذاسُ

ًوَدار  (3باضٌذ. ضکل ) ّای ًاپایذار خزپا هی ٍابستِ بِ ٍضؼیت

 دّذ. ّای ٍابستِ بِ ایي ٍضؼیت را ًطاى هی خایی خابِ

(15)  
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صفز  ی ژُیٍ یهمذارّا بِ ٍابستِ یگزّ یّا ییخا خابِ ًوَدار -3 شکل

 ًخست گامدر 
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( 10( ٍ )9ّای ) ّای تؼادل خزپا پیص اس ایي در رابغِ هؼادلِ 

ضَد. با حل  در اداهِ تؼزیف هی  ل آهذًذ. بزای سادگی، ػاه

گزدد.  خایی خزپا هحاسبِ هی خابِ-ّای تؼادل، هسیز بار هؼادلِ

ّای سیز در دستزس لزار  صَرت رابغِ  ایي کار دٍ پاسخ بِ

 سِ ػضَی را  ای دّذ. هسیزّای ایستایی خزپای صفحِ هی

 دّذ. ( ًطاى هی4ضکل )

(16)    
        

   
 

 

(17)  {
                                                                 

    (                      )
 

 

(18)  ,    
√   

   
 √                      

                                                      

 

 

 

 

 در گام ًخست ییستایا یزّایهس -4 شکل
 

سِ  ای ی تمارى ٌّذسِ ٍ بارگذاری خزپای صفحِ بزپایِ

( خَاّذ 17ی ) ػضَی، هسیز ایستایی ًخستیي بِ صَرت رابغِ

بَد. ایي پاسخ تا سهاًی هؼتبز است کِ ساسُ ًاپایذار ًطَد ٍ 

(، 15ی ) در رابغِ   0 رفتار کطساى داضتِ باضذ. با لزاردّی

ضَد. با اًدام ایي  ٍابستِ بِ حالت ًاپایذار حساب هی  ی  اًذاسُ

 گیزًذ: ّای سیز در دستزس لزار هی کار، پاسخ

(19)  
{
 
 

 
 
                                              

   
 

   
(     √     ) 
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(   √ )

    
     

   
        

  

  گزّی کًٌَی در راستای هٌفی   خایی ّز چْار خابِ

ی ًاپایذاری  ی لذرهغلك، ًمغِ با کوتزیي اًذاسُ  باضٌذ. پاسخ  هی

 رٍی   -3745/1 ًمغِ با دّذ. بٌابزایي، خزپا در  را ًطاى هی

هسیز ایستایی اٍلیِ ًاپایذار خَاّذ ضذ. ایٌک، حالت لزارگیزی 

ضَد. ًخست، کزًص  ی کطساى بزای ایي ًمغِ بزرسی هی در باسُ

 ٍ   0 ّای گزّی خایی ّز یک اس ػضَّای خزپا در خابِ

ی ًاپایذاری، کزًص  آیٌذ. در ًمغِ دست هی بِ   -3745/1 

 ACٍ کزًص در ػضَ  -2199/0بزابز با  AB  ٍADػضَّای 

( 1ی ضکل ) خَاّذ بَد. اس سَی دیگز، بزپایِ -3436/0بزابز با 

باضذ. اس  هی    002/0 کزًص ًْایی رفتار کطساى بزابز با

رٍ، تواهی ػضَّا در ًمغِ ًاپایذاری خزپا اس حالت کطساى  ایي

ّای گزّی ٍابستِ بِ  خایی اًذ. بٌابزایي، بایستی خابِ خارج ضذُ

ی هَهساى را در هسیز ایستایی اٍلیِ  رٍد بِ ًاحیًِخستیي ٍ

بزابز با صفز است.   خایی گزّی  یافت. در ایي هسیز، خابِ

را یافت.    ٍابستِ بِ رسیذى ّز ػضَ بِ کزًص   تَاى  هی

ضًَذ.  هَهساى هی   -0125/0 ر د AB  ٍADػضَّای 

اس حالت کطساى خارج  AC، ػضَ   -008/0 ر ّوچٌیي، د

( تٌْا تا 17ی ) گزدد. بٌابزایي، هسیز ایستایی رابغِ هی

اػتبار دارد. در ایي    -008/0  ٍ   0 ّای گزّی خایی خابِ

باضذ. پس اس آى، در گام دٍم، ػضَ  هی   -2953/258  ًمغِ 

AC ی کزًطی  گزدد. بٌابزایي، بزای ًَضتي کارهایِ هَهساى هی

گزدد. ایي کار،  خَیی هی ( بْز6ُی ) بغِ، اس راACػضَ 

صَرت سیز در دستزس لزار  ی کزًطی گام دٍم را بِ کارهایِ

 دّذ: هی

(20)  
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 ّای ایستای ّواًٌذ  ی کل بِ هؼادلِ کویٌِ کزدى کارهایِ
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اًذ.  سادُ ضذُ  ّا با کوک ػاهل  اًداهذ. ًتیدِ ی سیز هی ّا رابغِ 

آیٌذ. اس ایي هیاى، با تَخِ  ّای تؼادل در اداهِ هی سِ پاسخ هؼادلِ

در آخزیي ًمغِ اس هسیز ایستایی ًخست،   گزّی   خایی بِ خابِ

 گز،ید ی. اس سَساسد یه را( هسیز دٍم ایستایی 23ی ) رابغِ

 یػذد ،  یّا اًذاسُ یتواه ی( بِ اسا24) یدر بزابز   پاسخ

ی بزا را دٍم گام ییستایا زیهس( 5) ضکل. ضذ خَاّذ هختلظ

 .دّذ یًطاى ه   02/0

(21)    
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 گام دٍم ییستایا زیهس -5 شکل
 

کل ًسبت بِ  یِ یاس هطتك دٍم کارها یهواس یسخت سیهاتز

 سیز در سیهاتز يیا. ضَد یه حساب یگزّ یّا ییخا خابِ

 ،یهواس یسخت سیهاتز ی ژُیٍ یصفز کزدى همذارّا با. ذیآ یه

 در   ٍ عَل   یگزّ ییخا بز حسب خابِ   یگزّ ییخا خابِ

 ی ژُیٍ یٍابستِ بِ همذارّا ًوَدار. گزفت خَاّذ لزار دستزس

 .ذیآ یه( 6) ضکل در ،  02/0با فزض  صفز، با بزابز

(25)  

,  -  *
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 بزابز صفز در گام دٍم ی ژُیٍ یًوَدار ٍابستِ بِ همذارّا -6 شکل
 

ی  خَیی اس هسیز ایستایی گام دٍم ٍ همذارّای ٍیژُ با بْزُ

ّای حذی ًاپایذاری رٍی هسیز  هاتزیس سختی هواسی، ًمغِ

چْار پاسخ را بز حسب ػاهل  ،کار يیاگزدد.  ایستایی حساب هی

 یّا بزا پاسخ يی( ًوَدار ا7) ضکل .دّذ یه در دستزس لزار  

پاسخ درست اس هیاى  .دساس یهرا آضکار   هختلف  یّا اًذاسُ

ّای یکن ٍ سَم در  گزدد. ًوَدار پاسخ ّا اًتخاب هی ایي خَاب

 (، بِ تزتیب، پاسخ درست را بزای همذارّای7ضکل )

 دٌّذ. وایص هیً   7052/0ٍ    7052/0
 

 

 یذاریًاپا تیٍابستِ بِ ٍضؼ   یگزّ ییخا ًوَدار خابِ -7 شکل
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ی حذ پایذاری هسیز ایستایی گام دٍم  ًمغِ   02/0بزای  

ضَد. ایٌک بایستی کطساى  ی سیز حساب هی صَرت رابغِ بِ

در ایي ًمغِ ٍاکاٍی گزدد. با داضتي  AB  ٍADبَدى ػضَّای 

 AB  ٍADّای گزّی در ایي ًمغِ، کزًص ػضَّای  خایی خابِ

آیذ. بِ سخي دیگز، در ایي ًمغِ  دست هی بِ -2712/0بزابز با 

خایی ٍابستِ  رٍ، بایذ خابِ اًذ. اس ایي هی ػضَّا هَهساى ضذُتوا

 ًیش بِ دست آیذ. AB  ٍADبِ هزس هَهساًی ػضَّای 

(26)  ,

                               
                     

               
 

بزابز با کزًص  AB  ٍADبا لزاردّی کزًص ػضَّای 

ّای گزّی ٍ ًیزٍی ٍابستِ، بِ  خایی خاری ضذى فَلاد، خابِ

خایی،  ی سیز حساب خَاّذ ضذ. پس اس ایي خابِ ضکل رابغِ

ی  ضًَذ. در گام سَم، کارهایِ تواهی ػضَّای خزپا هَهساى هی

ی هَهساى ضذى تواهی ػضَّا در دستزس لزار  کل خزپا بزپایِ

ّای تؼادل را ًتیدِ  ارهایِ، هؼادلِساسی ایي ک گیزد. کویٌِ هی

ّای تؼادل ٍ هاتزیس سختی هواسی در حالت  دّذ. هؼادلِ هی

 آیٌذ. هَهساى ضذى تواهی ػضَّا در اداهِ هی
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صَرت سیز دارًذ. اس ایي هیاى،  ّای تؼادل دٍ پاسخ بِ هؼادلِ

( پاسخ ّوخَاى با تمارى ٌّذسِ، بارگذاری ٍ 31ی ) رابغِ

( هسیز 8ضکل ) ،  02/0باضذ. با فزض  تغییزضکل ساسُ هی

دّذ. ّوچٌیي، ًوَدار ٍابستِ بِ  ایستایی گام سَم را ًطاى هی

 ی صفز بزای هاتزیس سختی هواسی در  همذارّای ٍیژُ

 آیذ. ( هی9ضکل )
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 سَمگام  ییستایا زیهس -8 شکل
 

 

 صفز گام سَم ی ژُیٍ یًوَدار ٍابستِ بِ همذارّا -9 شکل
 

ّای تؼادل در هسیزّای حذی  لزاردّی پاسخ درست هؼادلِ

ّای  خایی بزای خابِ   چْار پاسخ بز حسب ػاهلپایذاری، 

( 10) ضکلدّذ.  ی ًاپایذار در دستزس لزار هی گزّی ًمغِ

 .دّذ ًطاى هی  هختلف  یّا اًذاسُ یبزا را ّا پاسخ يیًوَدار ا

 ،  033943/0ٍ    033943/0 همذارّایپاسخ درست بزای 

 است. آهذُ (10) لضک اس سَم ٍ یکن پاسخ در ًوَدار ،بِ تزتیب
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 یذاریًاپا تیٍابستِ بِ ٍضؼ   یگزّ ییخا ًوَدار خابِ -11 شکل
 

سَم ی حذ پایذاری هسیز ایستایی گام  ًمغِ   02/0بزای 

 ضَد. صَرت سیز حساب هی بِ

(33)  ,

                            
               

              
 

تَاى هسیز ایستایی  ّای درست در ّز گام، هی با داضتي پاسخ

ی  خزپا را یافت. تابغ صزیح هسیز ایستایی خزپا بِ ٍسیلِ

 گیزد: ّای سیز در دستزس لزار هی رابغِ
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 دي عضًي اي ررسی خرپاي صفحٍب  -3-2
دّذ.  هی ًطاىبا دٍ ػضَ را  ای ( خزپای صفح11ِضکل )

درخِ  گزدد. ساسُ دٍ بٌا هی Aدر گزُ    ی  دستگاُ هختصِ

دارد.   ٍ   تزتیب، در راستاّای  ، بAِگزُ  در   ٍ   یآساد

بِ    ٍ  تزتیب، در خْت هثبت هحَرّای  ، بِ  ٍ    بارّای 

   ضَد بار  آیذ. در ایي هسالِ فزض هی ٍارد هی Aی  ًمغِ

 دارد.   بیستن بار -ای بزابز با یک اًذاسُ

ی  گذاری کارهایِ ّن ی پٌذاضت رفتار کطساى، اس رٍی بز پایِ

ی کل  ی بار بیزًٍی، کارهایِ کزًطی ػضَّای خزپا ٍ کارهایِ

ّای تؼادل  لِگیزد. هؼاد صَرت سیز در دستزس لزار هی خزپا بِ

ی کزًطی ًسبت بِ  ساسی کارهایِ خزپا ًیش اس کویٌِ

 آیٌذ. دست هی ، بِ ٍ   ّای گزّی  خایی خابِ
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 دٍػضَی ای صفحِ یخزپا یبارگذار ٍ ٌّذسِ -11 شکل
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ی هاتزیس سختی هواسی بزای ٍاکاٍی  یافتي همذارّای ٍیژُ

ٍضؼیت ًاپایذاری خزپا بایستِ است. هاتزیس سختی هواسی اس 

ّای  خایی ی کل خزپا ًسبت بِ خابِ ّای دٍم کارهایِ هطتك

 آیذ: ضکل سیز بِ دست هی گزّی بِ

(37)  

,  -  *
π  
π  

     
π  
π  

+  
√ 

   
   [

  
  
     
  
  
] 

   (              ) 

     (   ) 

   (              ) 

ّای تؼادل خزپا  ّای هؼادلِ ، پاسخ   بزدى اس ػاهل با بْزُ

گیزد. ًوَدار هسیزّای  صَرت سیز در دستزس لزار هی بِ

 آیذ. ( هی12ایستایی در ضکل )
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 ًخست گام ییستایا یزّایهس -12 شکل
 

( 38ی ) خایی خزپا در ابتذای بارگذاری، رابغِ ی خابِ بز پایِ

ی  دّذ. همذارّای ٍیژُ را ًوایص هی ًخستیي هسیز ایستایی خزپا

هاتزیس سختی هواسی، حذ پایذاری خزپا را در هسیز ایستایی 

آیٌذ.  ّای سیز هی کٌٌذ. ایي همذارّا در رابغِ ًخست هطخص هی

ی صفز ًیش در  ّای گزّی ٍابستِ بِ همذارّای ٍیژُ خایی خابِ

ي گیزًذ. ًوَدار ای ( در دستزس لزار هی45( ٍ )44ّای ) رابغِ

 ( است.13همادیز ّواًٌذ ضکل )
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 ًخست گام در صفز ی ژُیٍ یهمذارّا بِ ٍابستِ ًوَدار -13 شکل
 

ی هاتزیس سختی  اس بزابز صفز لزار دادى همذارّای ٍیژُ

ّای سیز ًتیدِ  هواسی بز رٍی هسیز ایستایی ًخستیي، پاسخ

کِ در  ی لذرهغلك ّا، کوتزیي اًذاسُ ضًَذ. اس هیاى پاسخ هی

آیذ، خَاب درست خَاّذ بَد. در حذ پایذاری  ( هی46ی ) رابغِ

خزپا بِ  AB  ٍACدر هسیز ایستایی ًخستیي، کزًص ػضَّای 

باضذ. بِ سخي دیگز، ّز  هی -1747/0ٍ  -1923/0 تزتیب بزابز

 اًذ. دٍ ػضَ خزپا در ایي همذار کزًص، هَهساى ضذُ

(46)  ,

               
                

  
              

 

 

(47)  ,

              
               

  
             

 

ی کزًص کطساى  ٍابستِ بِ ایداد بیطیٌِ  ٍ   ایٌک اًذاسُ 

 گزدد. بز رٍی هسیز ایستایی ًخست، در در ػضَّا حساب هی

            ،               ٍ               ،

ی  خزپا هَهساى خَاّذ ضذ. پس اس آى، کارهایِ ABػضَ 

 صَرت سیز است: کزًطی خزپا بِ
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ی کل  ضذى کارهایِ ّای ایستایی گام دٍم اس کویٌِ هؼادلِ

 آیٌذ. ًوَدار هسیزّای  دست هی ّای گزّی بِ خایی ًسبت بِ خابِ

ضًَذ.  ( تزسین هی14در ضکل )   02/0ایستایی با فزض 

خایی گزّی خزپا در اًتْای گام ًخست، پاسخ درست را  خابِ

 ساسد. هطخص هی
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 دٍم گام ییستایا یزّایهس -14 شکل

 

 

ّای گزّی،  خایی ًسبت بِ خابِ ی کل هطتك دٍم کارهایِ

( 51دّذ. رابغِ ) هی هاتزیس سختی هواسی را در اختیار لزار 

دٌّذ. ًوَدار  همذارّای ٍیژُ هاتزیس سختی هواسی را ًطاى هی

 آیذ. ( هی15ٍابستِ بِ صفز ضذى همذارّای ٍیژُ در ضکل )
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 دٍم گام در صفز ی ژُیٍ یهمذارّا بِ ٍابستِ ًوَدار -15 شکل
 

ی صفز  با همذار ٍیژُ  ی اٍلیي ًمغِ ( هختص53ِی ) رابغِ

ی حذ ًاپایذاری بزای هسیز  رٍی هسیز ایستایی را بِ ػٌَاى ًمغِ

 دّذ. ایستایی گام دٍم ًطاى هی

 ABدر حذ پایذاری در هسیز ایستایی دٍم، کزًص ػضَّای 

 ٍAC باضٌذ.  هی -0021/0 ٍ -3688/0 خزپا بِ تزتیب بزابز 

 در ایي ًمغِ، ّز دٍ ػضَ خزپا هَهساى ّستٌذ.
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(53)  {

                                                       
                                                         

      (          
            

                       
*  

 

ی کزًص کطساى  ٍابستِ بِ ایداد بیطیٌِ  ٍ   ایٌک اًذاسُ 

گزدد. بز رٍی هسیز ایستایی دٍم، در  حساب هی ACدر ػضَ 

خزپا ًیش هَهساى  AC( ػضَ 54هختصات آهذُ در هؼادلِ )

 خَاّذ ضذ.

(54)  {

                                                           
                                                             

     (          
             

                            
*    

 

صَرت  ی کزًطی خزپا بِ پس اس آى، بزای گام آخز کارهایِ

ی کل ًسبت  ضذى کارهایِ آیذ. در اداهِ، اس کویٌِ سیز بذست هی

دست  ّای ایستایی گام سَم بِ ّای گزّی، هؼادلِ خایی بِ خابِ

( 16در ضکل )   02/0ّا با فزض  آیٌذ. ًوَدار ایي پاسخ هی

خایی گزُ خزپا در اًتْای گام  خابِضًَذ. با تَخِ بِ  تزسین هی

ضَد. ایي هسیز  دٍم، هسیز ایستایی درست گام سَم هطخص هی

 ى پایذاری خزپا هؼتبز خَاّذ بَد.ایستایی تا سها
 

 

 

 سَم گام ییستایا یزّایهس -16 شکل
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ی کل ًسبت بِ  اس هطتك دٍم کارهایِهاتزیس سختی هواسی 

( ایي 57گیزد. رابغِ ) هی ّای گزّی در اختیار لزار  خایی خابِ

دّذ. ّوچٌیي، همذارّای ٍیژُ هاتزیس  هاتزیس را ًوایص هی

( آهذُ است. ًوَدار ٍابستِ بِ صفز 58سختی هواسی در رابغِ )

 آیذ. ( هی17ضذى همذارّای ٍیژُ در ضکل )
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 سَم گام در صفز ی ژُیٍ یهمذارّا بِ ٍابستِ ًوَدار -17 شکل

 

ی صفز  با همذار ٍیژُ  ی اٍلیي ًمغِ هختصِ (60)ی  رابغِ

  ی حذ ، ًمغِ دّذ. ایي خَاب رٍی هسیز ایستایی را ًطاى هی
 

 دّذ. هیزای هسیز ایستایی گام سَم را ًطاى بًاپایذاری 

(60)  ,
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 ياكايي خرپاي َرمی  -3-3 
دّذ.  ػضَ را ًطاى هی  بؼذی هتمارى با  ( خزپای س18ِضکل )

بٌا   ی  ی لغبی در ًمغِ بزای بزرسی ایي خزپا دستگاُ هختصِ

دارد.  A گزُدر   ٍ   ،  گزدد. ایي ساسُ سِ درخِ ی آسادی  هی

ضَد. بشرگی  پٌذاضتِ هی  در راستای هثبت هحَر   خایی  خابِ

بزابز   هثبت هحَر   ٍ در خْت Aی  بار ٍارد بِ خزپا در ًمغِ

 باضذ. هی  با 
 

 

 یّزه یخزپا یٌّذسِ ٍ بارگذار -18 شکل
 

ّای خزپا پیص ٍ پس اس بارگذاری ٍ در  ی گزُ هختصِ

ی  هَلؼیت ًمغِ   ٍ  ،  آیٌذ.  ّای سیز هی حالت کلی، در رابغِ

A ِتزتیب،  ، بِ  ٍ     دّذ. خایی ًطاى هی را پس اس خاب

باضٌذ. ّوچٌیي،  پیص ٍ پس اس بارگذاری هی Aّای گزُ  هختصِ

ذ اس ٍارد آهذى بار، ّا لبل ٍ بؼ ّای گزّی سایز گزُ هختصِ

 گزدًذ. تؼزیف هی   ٍ     تزتیب، با بِ
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ّای ػضَّا پبص ٍ پس اس  ی گزُ با تَخِ بِ هختصِ

( هزبغ عَل ًْایی ّز ػضَ را در 64ی ) بارگذاری، رابغِ

ی عَل ّز ػضَ پس اس  دّذ. با هحاسبِ دستزس لزار هی

ی کزًطی ّز  گزیي، کارهایِخَیی اس کزًص  تغییزضکل ٍ بْزُ

گزدد. کارهایِ کزًطی کل خزپا، اس هدوَع  خشء حساب هی

( در 65صَرت بزابزی ) ی کزًطی ػضَّای خزپا، بِ کارهایِ

 گیزد. س لزار هیدستز
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ی بار خارخی، تابغ  ی کزًطی با کارهایِ اس خوغ کارهایِ

ساسی ایي تابغ  آیذ. با کویٌِ دست هی ی کل بِ ی ًْفتِ کارهایِ

ّای هسیز ایستایی  ّای گزّی، هؼادلِ خایی ًسبت بِ خابِ

ّا  ضًَذ. صفز ضذى ایي رابغِ صَرت سیز هطخص هی بِ

دّذ.  ّای ایستایی را با رفتار کطساى در دستزس لزار هی هؼادلِ

افشٍى بز ایي، با ّذف ضٌاسایی هزس ًاپایذاری، هاتزیس سختی 

ی کل خزپا  ّای دٍم کارهایِ ضَد. هطتك هواسی حساب هی

ی را بِ ّای گزّی، هاتزیس سختی هواس خایی ًسبت بِ خابِ

 دّذ: ضکل بزابزی سیز ًتیدِ هی
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ی هاتزیس سختی هواسی را  بزابزی کًٌَی همذارّای ٍیژُ

ّایی هیاى  ، رابغِ ًوایذ. صفز ًوَدى همذارّای ٍیژُ هی ئِارا

ّای گزّی ٍابستِ بِ ٍضؼیت ًاپایذاری خزپا را  خایی خابِ

ّا را  خایی ( ًوَدار ٍابستِ بِ ایي خاب19ِدّذ. ضکل ) دست هی بِ

 گذارد. بِ ًوایص هی
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 صفز در گام ًخست ی ژُیٍ یًوَدار ٍابستِ بِ همذارّا -19 شکل
 

ّای تؼادل خزپا، هسیز ایستایی را در دستزس  حل هؼادلِ

گزدد.  خَیی هی ساسی بْزُ بزای سادُ    دّذ. اس ػاهل لزار هی

( ایي 20ضکل )ّای سیز را دارًذ.  ّای ایستایی، پاسخ هؼادلِ

 دّذ. هسیزّای ایستایی را ًطاى هی
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ی تمارى ٌّذسِ ٍ بارگذاری خزپا، هسیز ایستایی گام  بزپایِ

 ی ػضَّا کطساى باضٌذ، بِ صَرت  ًخست، اگز ّوِ

( خَاّذ بَد. ایي پاسخ تا ٌّگاهی اػتبار دارد کِ 72ی ) رابغِ

یک اس ػضَّا اس رفتار کطساى خارج  افشٍى بز پایذاری، ّیچ

ٍابستِ بِ ضزایظ ًاپایذاری خزپا، اس   ی  ًطًَذ. اًذاسُ

ّای  آیذ. بزابزی دست هی ( ب70ِی ) در رابغِ     گذاری خای

 دّذ. ّا را ًطاى هی سیز ایي پاسخ
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 در گام ًخست ییستایا یزّایهس -21 شکل
 

ی هثبت،  با بیطتزیي اًذاسُ  ی دستگاُ هختصِ، پاسخ  بزپایِ

دّذ. بٌابزایي، ٌّگام ًاپایذاری  ی ًاپایذاری را ًطاى هی ًمغِ

 دارای همذار Aی  خزپا در رٍی هسیز ایستایی ًخستیي، ًمغِ

ی رفتاری  خَاّذ بَد. در اداهِ، لزارگیزی ساسُ در باسُ   √  

گزدد. اس آًدا کِ بار لائن ٍاردُ بز رٍی  کطساى ٍاکاٍی هی

هحَر تمارى ٌّذسی خزپا لزار دارد، کزًص توام ػضَّای ساسُ 

 Aی  ی، ًمغِذاریًاپا با یکذیگز بزابز خَاّذ بَد. درحالت

در  کزًصؼیت، دارد. در ایي ٍض   √   ٍ    ّای  هختصِ

ی  خَاّذ بَد. بز پایِ -2/0ّز یک اس ػضَّای خزپا بزابز با 

ی کزًص در رفتار  کزًص هادُ، بیطیٌِ-ًوَدار دٍخغی تٌص

رٍ، تواهی  فزض گزدیذ. اس ایي -002/0کطساى بزابز با 

اًذ.  ی ًاپایذاری هَهساى ضذُ ػضَّای خزپا در ًخستیي ًمغِ

ی هَهساى  ٌگام ٍرٍد بِ ًاحیِّای گزّی ّ خایی ایٌک، بایذ خابِ

خایی گزّی  گزدًذ. چَى خابِ در هسیز ایستایی ًخستیي حساب 

تَاى  آساًی هی در هسیز ایستایی اٍلیِ همذار صفز دارد، بِ  

در ّز یک اس ػضَّا را    ٍابستِ بِ آفزیٌص کزًص  zی  اًذاسُ

           ٍ     دست آٍرد. تواهی ػضَّای خزپا در بِ

ضًَذ. بٌابزایي، هسیز ایستایی ًخستیي تا ایي ًمغِ  هی هَهساى

باضذ.  هی               اػتبار خَاّذ داضت. در ایي ًمغِ

ضًَذ. بزای ًَضتي  در گام دٍم تواهی ػضَّا هَهساى هی

 گزدد.  خَیی هی ( بْز6ُی ) ی کزًطی گام دٍم اس رابغِ کارهایِ

 صَرت سیز در اختیار لزار  بِی کزًطی خزپا  در ایي گام، کارهایِ
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 گیزد: هی 
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ی کل ًتیدِ  کارهایِّای ایستایی اس کویٌِ کزدى  هؼادلِ

صَرت سیز ّستٌذ. با  ّای تؼادل بِ ّای هؼادلِ ضًَذ. پاسخ هی

خایی گام ًخست،  خابِ-تَخِ بِ تمارى ساسُ ٍ ًوَدار بار

( هسیز ایستایی خزپا بزای گام دٍم را در دستزس 77ی ) رابغِ

دّذ. ایي هسیز ًیش تا حذ پایذاری خزپا هؼتبز خَاّذ  لزار هی

یي هسیزّای ایستایی خزپا را در گام دٍم ٍ با ( ا21ضکل ) بَد.

 دّذ. ًطاى هی   02/0 فزض
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ی کل  ی ًْفتِ هاتزیس سختی هواسی اس هطتك دٍم کارهایِ

تَاى ایي  آیذ. هی دست هی ّای گزّی، بِ خایی ًسبت بِ خابِ

هاتزیس را بِ سیوای سیز ًوایص داد. اس صفز ضذى همذارّای 

پایذاری بْزُ ی هاتزیس سختی ٌّذسی بزای بزرسی  ٍیژُ

ی  ّای با همذار ٍیژُ ( هکاى ٌّذسی ًمغ22ِبزًذ. ضکل ) هی

 دّذ. صفز را ًطاى هی
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 دٍمدر گام  ییستایا یزّایهس -21 شکل

 

 

 صفز در گام دٍم ی ژُیٍ یًوَدار ٍابستِ بِ همذارّا -22 شکل
 

ی هاتزیس سختی  با بزابز صفز لزار دادى همذارّای ٍیژُ

خایی  خَیی اس تابغ هسیز ایستایی گام دٍم، خابِ هواسی ٍ بْزُ

 صَرت سیز در ٍابستِ بِ حالت ًاپایذاری خزپا بِ  گزّی 

در   گیزد. ًوَدار ایي پٌح پاسخ بزحسب ػاهل  دستزس لزار هی

ّا اًتخاب  ي خَابآیذ. پاسخ درست اس هیاى ای ( هی23ضکل )

،  ی ػاهل  گزدد. در ایي هسألِ، پاسخ درست بزای ّز اًذاسُ هی

باضذ. بز ایي پایِ، بزای  ّا هی بشرگتزیي ػذد هثبت در بیي خَاب

،   038461/0ٍ  02/0   038461/0،   02/0ی ّا اًذاسُ

( 82( ٍ )80(، )84)ّای  بِ تزتیب، پاسخ درست عبك بزابزی

 ضَد. هیحساب 
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ی حذ پایذاری هسیز ایستایی در گام  ًمغِ   02/0بزای 

 ضَد. صَرت سیز حساب هی دٍم بِ

(85)  

{
 
 

 
 
                       

  
 

  
√         

    
    

   
     

 

 

 

 

 یذاریًاپا تیٍابستِ بِ ٍضؼ   یگزّ ییخا ًوَدار خابِ -23 شکل
 

 یذاریًاپا در ٌّگام یّزه یخزپا ییستایا زیهس تابغ صزیح

 سیوای سیز را دارد:خزپا در رفتار هَهساى 
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 ياكايي خرپاي فضایی چُار عضًي  -3-4
 دستگاُبؼذی با چْار ػضَ را در  ( خزپای س24ِضکل )

بز   دّذ. ایي دستگاُ هختصِ هی ًطاى     یدکارت ی هختصِ

  ٍ    ،  یدرخِ آساد سِضَد. ایي ساسُ  هی بٌا   ی ًمغِ رٍی

ٍ در  Aی  دارد. بشرگی بار ٍارد بِ خزپا در ًمغِ A ی در ًمغِ

 باضذ. هی  بزابز با   هثبت هحَر   خْت

 

 

 یچْارػضَ یبؼذ سِ یخزپا یٌّذسِ ٍ بارگذار -24 شکل
 

ّای  خایی ًخست، عَل ًْایی ّز ػضَ خزپا پس اس خابِ

ی کل خزپا اس  ی ًْفتِ ، حساب هی ضَد. کارهایAِی  گزّی ًمغِ

خارخی ی بار  ی کزًطی ػضَّای خزپا ٍ کارهایِ خوغ کارهایِ

ی کزًطی کل خزپا در حالت رفتار  آیذ. کارهایِ دست هی بِ

گیزد. هسیز ایستایی  صَرت سیز در دستزس لزار هی کطساى بِ

ی کل خزپا ًسبت بِ  ساسی کارهایِ بزای رفتار کطساى اس کویٌِ

ّای تؼادل بِ ضکل  آیذ. هؼادلِ دست هی ّای گزّی بِ خایی خابِ

 گیزًذ: سیز در دستزس لزار هی
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بزای ضٌاسایی ٍضؼیت ًاپایذاری خزپا، بایذ همذارّای 

ی هاتزیس سختی هواسی را یافت. ایي هاتزیس اس  ٍیژُ

ّای  خایی ی کل خزپا ًسبت بِ خابِ ّای دٍم کارهایِ هطتك

آیذ. هاتزیس سختی هواسی سیوای سیز را  دست هی گزّی بِ

 دارد:
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ّای تؼادل حساب  هسیز ایستایی خزپا اس حل هؼادلِ

ضَد.  خَیی هی بْزُ    ساسی اس ػاهل گزدد. بزای سادُ هی

آیٌذ. ًوَدار  ّای سیز هی ّای تؼادل در رابغِ ّای هؼادلِ پاسخ

ی  اًذ. بز پایِ ( ًطاى دادُ ضذ25ُهسیزّای ایستایی در ضکل )

صَرت  تمارى ٌّذسِ ٍ بارگذاری، هسیز ایستایی ًخستیي خزپا بِ

هسیز بزای خزپای پایذار با رفتار ( خَاّذ بَد. ایي 91ی ) رابغِ

 کطساى هؼتبز است.
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 گام ًخست ییستایا یزّایهس -25 شکل
 

  ٍ   ّای گزّی  خایی ی خابِ بز رٍی هسیز ایستایی اًذاسُ

 ، اس بزابز صفز   0ٍ    0 باضٌذ. با فزض بزابز با صفز هی

 

ّای  ی هاتزیس سختی هواسی، پاسخ لزار دادى همذارّای ٍیژُ

آیذ. اس ایي هیاى، خَاب  دست هی سیز بزای حذ پایذاری خزپا بِ

( حذ 95ی ) ی هثبت، درست خَاّذ بَد. رابغِ با بیطتزیي اًذاسُ

 دّذ. در ایي ًمغِ پایذاری هسیز ایستایی گام ًخست را ًطاى هی

 اس هسیز ایستایی، کزًص ّز یک اس ػضَّای خزپا بزابز

خَاّذ بَد. بٌابزایي، تواهی ػضَّای خزپا در ایي  -175379/0

 لحظِ هَهساى خَاٌّذ ضذ.
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  رٍی  ٍ   ّای گزّی  خایی ی تمارى، خابِ بزپایِ

 ،  خایی  باضٌذ. با تغییز خابِ ایستایی بزابز صفز هیهسیز 

ٍ    0ٍ    0تواهی ػضَّای خزپا در 

ی کطساى  اس ًاحیِ   (03/0 ()159001)2/1(96248/11 )

گزدًذ. بٌابزایي خزپا پیص اس ًاپایذار ضذى، ٍارد  خارج هی

رٍ، هسیز ایستایی در گام ًخست  ضَد. اس ایي ی هَهساى هی ًاحیِ

اػتبار دارد.    (03/0  ()159001)2/1 خایی گزّی تٌْا تا خابِ

را دارد. در اداهِ، بزای  -75546/10   همذار   در ایي ًمغِ، 

ی  ( بزای هحاسب6ِی ) یافتي هسیز ایستایی در گام دٍم، اس رابغِ

ی  گزدد. بزابزی سیز، کارهایِ خَیی هی ی کزًطی بْزُ کارهایِ

دّذ. در ایي گام  کزًطی خزپا در گام دٍم را در دستزس لزار هی

ّای تؼادل گام دٍم  ضًَذ. هؼادلِ ضَّا باّن هَهساى هیتواهی ػ

 آیٌذ: دست هی ی کل بِ ضذى کارهایِ اس کویٌِ
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ی تمارى  آیٌذ. بز پایِ ّای تؼادل در سیز هی ضص پاسخ هؼادلِ

 (99)صَرت بزابزی  ٌّذسِ ٍ بارگذاری خزپا، پاسخ درست بِ

خَاّذ بَد. ایي هسیز ایستایی تا ٌّگاهی کِ خزپا پایذار باضذ 

   02/0اػتبار دارد. هسیز ایستایی خزپا در گام دٍم با فزض 

 ( آهذُ است.26در ضکل )
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 دٍمگام  ییستایا یزّایهس -26 شکل
 

ی کل  هاتزیس سختی هواسی با گزفتي هطتك دٍم کارهایِ

 آیذ: دست هی صَرت سیز بِ ّای گزّی، بِ خایی ًسبت بِ خابِ
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ی هاتزیس سختی  ی حذ پایذاری، همذارّای ٍیژُ در ًمغِ

گزدد. اس بزابز صفز لزار دادى همذارّای  هواسی بزابز با صفز هی

بزدى اس هسیز ایستایی گام  ی هاتزیس سختی ٌّذسی ٍ بْزُ ٍیژُ

ّای سیز  ضَد. رابغِ ی حذ پایذاری حساب هی دٍم، ًمغِ

ی هاتزیس سختی ُ ّای ٍابستِ بِ صفز ضذى همذارّای ٍیژ پاسخ

دٌّذ. ایي  هواسی را بز رٍی هسیز ایستایی گام دٍم ًطاى هی

،  ی  خَاٌّذ بَد. بزای ّز اًذاسُ  ی  ّا ٍابستِ بِ اًذاسُ ًتیدِ

 ّاست.  پاسخ درست، بشرگتزیي ػذد هثبت در بیي خَاب

دّذ.  ًطاى هی  ّا را بز حسب  (، ًوَدار ایي پاسخ27ضکل )

ّواًگًَِ کِ در ایي ًوَدار هطخص است، پاسخ درست بزای 

 ( ٍ بزای103بِ صَرت بزابزی )   02439/0 همذارّای

 ( تؼزیف خَاّذ ضذ.105ی ) بِ صَرت رابغِ   02439/0
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 یذاریًاپا تیٍابستِ بِ ٍضؼ   یگزّ ییخا ًوَدار خابِ -27 شکل
 

ی حذی ًاپایذاری هسیز ایستایی بزای  ی سیز ًمغِ رابغِ

 دّذ. را در دستزس لزار هی   02/0

(107)  
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 یبؼذ سِ یخزپا ییستایا زیهستابغ صزیح  ،سز اًدام

 :بَد خَاّذ سیوای سیز بِ یچْارػضَ

(108)  
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 تقدیر ي تشکر  -4

عزح تحمیماتی اخزا ضذُ بِ ضوارُ  ًتایحخزج اس تایي همالِ هس

پژٍّطی  اػتباراتاس هحل  :UTH 1027/02/1398 ابلاغیِ

داًی ٍسیلِ تطکز ٍ لذرباضذ کِ بذیي  حیذریِ هی بتداًطگاُ تز

 .گزدد هی

 گیري وتیجٍ  -5

صَرت تحلیلی حساب  در ایي همالِ، هسیز ایستایی چٌذ خزپا بِ 

ّای بشرگ هوکي ًیست،  ضذًذ. چَى اًدام ایي کار بزای ساسُ

بؼذی سادُ  ٍ دٍ خزپای سِ ای صفحِّای دٍ خزپای  پاسخ

کزًص -ی یک ًوَدار تٌص دست آهذًذ. تحلیل هَهساًی بزپایِ بِ

ّای افشایطی اس ایي  تَاى در بارگذاری دٍخغی اًدام گزفت. هی

ضًَذگی بْزُ خست. ّوچٌیي، اس کزًص گزیي بزای  گًَِ سخت

خَیی ضذ. درگام ًخست  ی کل بْزُ ی ًْفتِ بزپایی تابغ کارهایِ

با پٌذاضت رفتار کطساى بزای تواهی ػضَّا، هسیزّای  ٍ

خَیی اس تمارى ٌّذسِ ٍ  دست آهذًذ. بْزُ ایستایی احتوالی بِ

بارگذاری ساسُ در یافتي هسیز ایستایی درست کوک ضایاًی 

ی  ًوَدًذ. بزای یافتي حذ پایذاری، صفز ضذى همذارّای ٍیژُ

ى کزًص هاتزیس سختی ٌّذسی بزرسی گزدیذ. با حساب ًوَد

در ّز گام درکٌار پایذاری ساسُ، تِ  هسیز ایستایی در ّز گام 

ی ایي رًٍذ، افشٍى بز تابغ هسیز ایستایی، ًوَدار  پیذا ضذ. با اداهِ

دست آهذًذ. آضکار  ّای هختلف بِ خایی ٍابستِ در گام خابِ-بار

ّای بستِ یا صزیح ًَیسٌذگاى ارسضوٌذًذ. سیزا،  است کِ پاسخ

ّای  اًذ ٍ در بزرسی درستی رٍش سٌگ ًطاًِ دلیكّا آسهَى  آى

کاربزد دارًذ. افشٍى  ًَ در ٍاکاٍی ًاخغی ٌّذسی ٍ هَاد خزپا 

 ی آهَسضی بزای تَاًذ خٌبِ حل پیطٌْادی هی ّا، راُ بز ایي

 گزاى خَاى داضتِ باضذ. پژٍّص
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